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íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ
õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ?(äÏÍÙÓÌÙ, ÌÅÇÅÎÄÙ, ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÅ É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑÏÂ ÏÄÎÏÊ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÉÞÎÏÓÔÉ)á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ÷ Á×ÇÕÓÔÅ 1997 ÇÏÄÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ðØÅÒ ëÁÒÔØÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ, × ×ÉÄÅ �ÒÅ�ÒÉÎÔÁ IHES1), ÍÁÔÅÒÉÁÌ �ÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �öÉÚÎØ ÉÓÍÅÒÔØ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ�, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÉÎÔÅÒ×ØÀ �ÏÄ ÚÁÇÏ-ÌÏ×ËÏÍ �ðÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ÍÏÌÞÁÎÉÅ âÕÒÂÁËÉ�, ÄÁÎÎÏÅ ëÁÒÔØÅ 18.6.1997 Ç.ÖÕÒÎÁÌÉÓÔËÅ í. óÅËÓÔÉÌÌ. üÔÏÔ ÔÅËÓÔ (ËÏÔÏÒÙÊ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ Ï�Õ-ÂÌÉËÏ×ÁÎ × ÖÕÒÎÁÌÅ �The Mathemati
al Intelligen
er�, V. 20, �1, 1998, Ó. 22{28) ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÓÔÁÎÅÔ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÖÉ×ÙÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×:ÕÖ ÂÏÌØÎÏ ÑÒËÁ É �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á ÓÁÍÁ ÆÉÇÕÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ î. âÕÒÂÁËÉ.èÏÔÑ ÂÙ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ (ËÁË ÚÎÁÀÔ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÇÉÅ) ÔÁËÏÇÏ ÕÞ£ÎÏÇÏ ×ÏÏÂÝÅÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. íÁÔÅÍÁÔÉË âÕÒÂÁËÉ | ÆÉË�ÉÑ, ÞÔÏ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÎÅ �ÏÍÅÛÁ-ÌÏ ÅÍÕ ÏÂÒÁÓÔÉ Â�oÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÌÅÇÅÎÄ É Ó�ÌÅÔÅÎ, ÞÅÍ, ÓËÁÖÅÍ, áÒÈÉÍÅÄÕÉÌÉ çÁÕÓÓÕ. îÏ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÏÂÏ ×Ó£Í �Ï �ÏÒÑÄËÕ.1. ÷ÚÌ£Ô: ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÛÕÔÏË ÄÏ ÍÉÒÏ×ÏÊ ÓÌÁ×Ù÷ 1935 ÇÏÄÕ ÇÒÕ��Á ÍÏÌÏÄÙÈ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÚ �ÒÅÓÔÉÖ-ÎÏÊ �ÁÒÉÖÓËÏÊ üËÏÌØ îÏÒÍÁÌØ óÀ�ÅÒØ£Ò, ÌÉÄÅÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÌÉ áÎ-ÄÒÅ ÷ÅÊÌØ, öÁÎ äÅÌØÓÁÒÔ, öÁÎ äØ£ÄÏÎÎÅ, áÎÒÉ ëÁÒÔÁÎ É ëÌÏÄ ûÅ×ÁÌÌÅ,ÎÅÄÏ×ÏÌØÎÙÅ ÔÅÍ, ËÁË ÔÏÇÄÁ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌÁÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ×Ï æÒÁÎ�ÉÉ, ×ÚÑ-ÌÉÓØ ÚÁ �ÅÒÅÓÍÏÔÒ ×ÓÅÊ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ, ÏÔ ÓÁÍÙÈ Å£ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. ìÀÄÉ ÏÎÉ1)IHES | ÁÂÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÁ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÷ÙÓÛÉÈ îÁÕÞÎÙÈ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ�ÏÄ ðÁÒÉÖÅÍ; ÜÔÏ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ, ÎÏ ÜÌÉÔÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÅÎÔÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ëÁÒÔØÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÛÅÓÔÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏ×.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(4{12)



õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ? 5ÂÙÌÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÏÌÏÄÙÅ, ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÌÏÄÏÓÔØÀ ÍÁËÓÉÍÁÌÉÚÍÏÍ,ÎÏ É ÆÒÏÎÄ£ÒÓËÉ ÎÁÓÔÒÏÅÎÎÙÅ, Ó ÂÅÚÖÁÌÏÓÔÎÙÍ ÞÕ×ÓÔ×ÏÍ ÀÍÏÒÁ É �ÒÅ-ÚÒÅÎÉÅÍ Ë �ÒÉÚÎÁÎÎÙÍ Á×ÔÏÒÉÔÅÔÁÍ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÌËÁ2).ïÎÉ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÌÉ, ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÕÛÕÔÌÉ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁÊÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅ-ÓÔ×Ï | ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÂÕÄÕÝÉÈ ÔÒÁËÔÁÔÏ×, ×Ù�ÕÓËÁÅÍÙÈ �ÏÄ ÅÄÉ-ÎÙÍ �ÓÅ×ÄÏÎÉÍÏÍ (ÞÌÅÎÓÔ×Ï × ÎÅÍ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÌÏ ÓÅËÒÅÔÏÍðÏÌÉÛÉÎÅÌÑ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÏÔ ÓÅËÒÅÔ ÒØÑÎÏ ÏÈÒÁÎÑÌÓÑ | ÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍÎÉÖÅ). ÷ÙÂÏÒ �ÓÅ×ÄÏÎÉÍÁ, ÏÔÞÁÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ, ÏÔÒÁÖÁÌ ÉÈ (ÔÏÇÄÁ ÛÕ-ÔÌÉ×ÙÊ) ÄÕÈ. ðÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÓÉÊ, ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÉÈ �ÏÄÔÏÌËÎÕÌÁ ËÏÎÎÁÑ �ÏÍ-�ÅÚÎÁÑ ÓÔÁÔÕÑ ÇÅÎÅÒÁÌÁ î. âÕÒÂÁËÉ, ÍÁÑÞÉ×ÛÁÑ ÎÁ �ÌÏÝÁÄÉ ÇÏÒÏÄÁ îÁÎ-ÓÉ �ÅÒÅÄ ËÁÆÅ, ÇÄÅ ÔÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á �ÏÄÏÌÇÕ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁ ÂÕÄÕÝÉÅ ËÎÉÇÉ; ÇÅ-ÎÅÒÁÌ �ÒÏÓÌÁ×ÉÌÓÑ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ×ÏÅÎÎÙÍÉ ÕÓ�ÅÈÁÍÉ, Á ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÞÅÓËÏÊ É ÔÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÅÚÄÁÒÎÏÓÔØÀ É ÇÌÕ�ÏÓÔØÀ (�ÒÏÑ×É×ÛÅÊÓÑ, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ëÒÙÍÓËÏÊ ËÁÍ�ÁÎÉÉ × òÏÓÓÉÉ), ÅÇÏ ÆÁÍÉÌÉÑ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÆÒÁÎËÏ-ÇÒÅÞÅÓËÁÑ) Ó ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÍ ÏËÏÎÞÁÎÉÅÍ "i\ (ÉÌÉ Ñ�ÏÎÓËÉÍ: "aki\?)ÍÁÓËÉÒÏ×ÁÌÁ ÅÇÏ ÒÅÁÌØÎÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ; ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒÎÁ-�ÉÏÎÁÌÉÚÍ ÂÙÌ ÕÓÕÇÕÂÌÅÎ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÅÍ î. âÕÒÂÁËÉ Ú×ÁÎÉÑ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ(ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ!) õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ îÁÎËÁÇÏ3). ÷�ÒÏÞÅÍ, × ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔÉÜÔÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÅÓÔØ ÓÏÍÎÅÎÉÑ (ËÁË É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÌÅÇÅÎÄÁÈ Ï âÕÒÂÁËÉ):�ÒÉ ÎÅÄÁ×ÎÅÍ �ÏÓÅÝÅÎÉÉ îÁÎÓÉ Á×ÔÏÒ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÎÉËÁËÏÊ ËÏÎÎÏÊ ÓÔÁÔÕÉÇÅÎÅÒÁÌÁ ÔÁÍ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ.úÁ �ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ� ÂÕÒÂÁËÉÓÔÙ ×ÚÑÌÉÓØ Ó ÒØÑÎÙÍ ÜÎÔÕ-ÚÉÁÚÍÏÍ ÍÏÌÏÄÏÓÔÉ4). äÏ×ÏÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ1) ÇÌÁ×ÎÁÑ �ÅÌØ ÔÒÁËÔÁÔÁ: �ÄÁÔØ �ÒÏÞÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × �ÅÌÏÍ�;2) ÏÂÝÉÅ �ÒÉÎ�É�Ù: ÅÄÉÎÓÔ×Ï É �ÏÌÎÁÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×; ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÎÏÓÔØ; ÄÏÇÍÁÔÉÚÍ É ÓÁÍÏÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÓÔØ; ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÉÄÕÝÅÅ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ; ËÌÀÞÅ×ÁÑÒÏÌØ �ÏÎÑÔÉÑ �ÓÔÒÕËÔÕÒÙ�;2)ð. ëÁÒÔØÅ ÏÔÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ Â�ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÌÅÎÏ× ÇÒÕ��Ù ÔÏÇÄÁ É ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÂÙÌÁ�ÒÏÔÅÓÔÁÎÔÓËÏÇÏ ÉÌÉ ÉÕÄÅÊÓËÏÇÏ ×ÅÒÏÉÓ�Ï×ÅÄÁÎÉÑ (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÆÒÁÎ�ÕÚÙ| ËÁÔÏÌÉËÉ); Ó ÜÔÉÍ ÏÎ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ËÁË ÉÈ ÆÒÏÎÄ£ÒÓËÉÅ ÎÁÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÔÁË É ÎÅÌÀÂÏ×Ø ËÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍÙÍ × ÈÒÁÍÙ �ÒÏÔÅ-ÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÉÕÄÅÑÍÉ.3)Nan
ago = Nan
y + Chi
ago; × þÉËÁÇÏ ÒÁÂÏÔÁÌ ÞÌÅÎ âÕÒÂÁËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÉÚÙ×ÁóÜÍ üÊÌÅÎÂÅÒÇ, ÔÕÄÁ ÖÅ ÕÅÈÁÌ × �ÅÒ×ÙÅ ×ÏÅÎÎÙÅ ÇÏÄÙ á. ÷ÅÊÌØ.4)âÕÒÂÁËÉ, �ÏËÁ ÏÎ ÖÉ×, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÌÏÄ (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ!): ÕÓÔÁ× �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ Á×ÔÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÀ 50-ÌÅÔÎÅÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ; ×�ÒÏÞÅÍ,ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ É ÒÁÎØÛÅ | ÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÉÖÅ.



6 á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ3) ÏÂÝÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÔÒÁËÔÁÔÁ (îÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ5), ËÁË Õ å×-ËÌÉÄÁ);4) ÏÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ É Ó�ÉÓÏË ËÌÀÞÅ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ;5) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÁËÔÁÔÁ, ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÔÏÍÏ× É ×Ù�ÕÓËÏ×.õÖÅ × 1939 ÇÏÄÕ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å �üÒÍÁÎÎ� ÓÔÁÌÉ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÅ×Ù�ÕÓËÉ. òÁÂÏÔÁ ÎÅ �ÒÅËÒÁÝÁÌÁÓØ (ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÄÌÉÌÁÓØ) × ÇÏÄÙ÷ÔÏÒÏÊ íÉÒÏ×ÏÊ ÷ÏÊÎÙ. ðÅÒ×ÙÅ ÖÅ �ÏÓÌÅ×ÏÅÎÎÙÅ ÇÏÄÙ ÏÚÎÁÍÅÎÏ×ÁÌÉÓØÎÅÂÙ×ÁÌÙÍ (Á ÄÌÑ ÂÕÒÂÁËÉÓÔÏ× ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ) ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÉÍ ÕÓ�Å-ÈÏÍ îÁÞÁÌ. ðÏÛÌÉ �ÅÒÅ×ÏÄÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÑÚÙËÉ ÍÉÒÁ, Á �ÏÌÕÎÉÝÅÅ É �Ï-ÌÕÛÕÔÌÉ×ÏÅ �ÓÅËÒÅÔÎÏÅ ÏÂÝÅÓÔ×Ï� ×ÄÒÕÇ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÓÅÍÉÒÎÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍÉ (× ÍÅÒÕ) ÂÏÇÁÔÙÍ.2. äÏÇÍÁÔÉÚÍ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �pÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁÛ ÒÁÓÓËÁÚ Ï �ÖÉÚÎÉ� îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ |ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÅÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å. ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÅ,ÜÔÏ | ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÓÔØ, ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ, ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÎÏÓÔØ, ÄÏÇÍÁÔÉÚÍ.ðÅÒ×ÙÅ ×Ù�ÕÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ×ËÌÁÄÙÛ, ÏÚÁÇÌÁ×ÌÅÎÎÙÊ �éÎÓÔÒÕË�ÉÑ ËÕ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÁËÔÁÔÁ�, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×: �îÁÓÔÏÑÝÉÊÔÒÁËÔÁÔ ÉÚÌÁÇÁÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ Ó ÓÁÍÙÈ Å£ ÎÁÞÁÌ É ÄÁ£Ô �ÏÌÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á 〈· · · 〉 ÓÔÁ×Ñ ÓÅÂÅ �ÅÌØÀ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÂÁÚÏ×ÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÞ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ 〈· · · 〉 ÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÙ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÞÅÎØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ. . . �. äÁÌÅÅÔÁÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ: �ðÒÉÎÑÔÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÍ É ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ 〈· · · 〉 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ×ÏÏÒÕÖÉÔØÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÝÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ É �ÒÉÎ�É�Ï×. . . �.üÔÉ ÏÂÝÉÅ �ÒÉÎ�É�Ù É �ÏÎÑÔÉÑ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉ-ËÏÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× É �ÒÉÄÕÍÁÎÎÙÍ ÂÕÒÂÁËÁÍÉ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ;ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÌÉÛØ ÚÁÔÅÍ | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓ-ÞÉÓÌÅÎÉÅ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÁÌÏÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÁÖÅ ÓÅÊÞÁÓ × òÏÓÓÉÉ�ÏÎÑÔÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ É ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ). âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ó �îÁÞÁÌÁÍÉ� âÕÒ-ÂÁËÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï ÉÈ ÒÕÓÓËÏÍÕ �Å-ÒÅ×ÏÄÕ; ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ �ÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ �ÅÒÅ×ÏÄÁ(÷. á. õÓ�ÅÎÓËÏÇÏ), �ÏÍÅÝ£ÎÎÏÅ × ÔÏÍÅ �ÅÏÒÉÑ íÎÏÖÅÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ �Å-ÒÅ×ÏÄ ÓÔÁÔØÉ âÕÒÂÁËÉ �áÒÈÉÔÅËÔÕÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ� É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÎÅÊ5)ðÏ-ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉ| �El�ements de Math�ematique�; ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, Á ÎÅ �de Math�ematiques�:ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×Ï ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.



õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ? 7á. á. ìÑ�ÕÎÏ×Á, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�6). íÙ ÖÅ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÖÉÚÎÅÏ�ÉÓÁÎÉÀ âÕÒÂÁËÉ.3. ü�ÏÈÁ ÒÁÓ�×ÅÔÁëÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÊ ÕÓ�ÅÈ �ÅÒ×ÙÈ ËÎÉÇ ÔÒÁËÔÁÔÁ âÕÒÂÁËÉ ÎÅ �ÒÉ×£Ì ËÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÒÁÂÏÔÏÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù: ÎÁ�ÒÏÔÉ×, × �ÅÒ×ÙÅ �ÏÓÌÅ×ÏÅÎ-ÎÙÅ ÇÏÄÙ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÛÌÁ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ÜÎÔÕÚÉÁÚÍÏÍ. üÔÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÏ×ÌÉ×ÁÎÉÅ ÎÏ×ÏÊ ËÒÏ×É: Ë ÇÒÕ��Å âÕÒÂÁËÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÌÉÓØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ö. äÉËÓÍØÅ, ò. çÏÄÅÍÁÎ, ö.-ì. ëÏÛÕÌØ, ð. óÁÍÀÜÌØ, ö.-ð. óÅÒÒ, Õ�Ï-ÍÑÎÕÔÙÊ ÒÁÎÅÅ ó. üÊÌÅÎÂÅÒÇ É ì. û×ÁÒ�.õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ × ÇÒÕ��Å �ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÚ-ÍÅÎÅÎÉÑÍ × Å£ ÓÔÉÌÅ ÒÁÂÏÔÙ. çÏ×ÏÒÑÔ (ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,�Ï×ÔÏÒÑÀ, ÎÅÔ), ÂÕÒÂÁËÉÓÔÙ ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ ÎÁ ÅÖÅÇÏÄÎÙÅ ÓÅÓÓÉÉ × ÕÀÔÎÏÊ×ÉÌÌÅ ÎÁ ÓÒÅÄÉÚÅÍÎÏÍÏÒÓËÏÍ �ÏÂÅÒÅÖØÅ ÄÌÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÉËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ× ÏÞÅÒÅÄÎÙÈ ÔÏÍÏ× É ÉÈ �ÅÒÅÉÚÄÁÎÉÊ. óÏÂÒÁÎÉÑ �ÒÏ-ÄÏÌÖÁÌÉ ÂÙÔØ ×ÅÓ£ÌÙÍÉ, ÂÕÒÎÙÍÉ É �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍÉ; �Ï ÍÅÒÅ ÒÏÓÔÁ ÆÉ-ÎÁÎÓÏ×ÙÈ ÕÓ�ÅÈÏ× ÕÌÕÞÛÁÌÏÓØ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÅÄÙ É ×ÉÎÁ É, ÄÏ �ÏÒÙ ÄÏ ×ÒÅÍÅ-ÎÉ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÙÈ Ë ÇÒÕ��Å �ÒÉÓÏÅÄÉ-ÎÉÌÁÓØ �ÔÒÅÔØÑ ×ÏÌÎÁ�: á. âÏÒÅÌØ, æ. âÒÀÁ, á. çÒÏÔÅÎÄÉË, ð. ëÁÒÔØÅ,ó. ìÅÎÇ É äÖ. �ÅÊÔ.éÄÅÉ âÕÒÂÁËÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔ �ÏÂÅÖÄÁÔØ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ,×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ï æÒÁÎ�ÉÉ. þÌÅÎÙ ÇÒÕ��Ù �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÚÁ×ÏÅ×Ù×ÁÀÔËÌÀÞÅ×ÙÅ �ÏÓÔÙ ×Ï ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ É × CNRS7). éÚ ÍÏÌÏÄÙÈÆÒÏÎÄ£ÒÏ× ÂÕÒÂÁËÉÓÔÙ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ×ÅÄÕÝÉÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ ÆÒÁÎ-�ÕÚÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÔÅÂÌÉÛÍÅÎÔÁ. èÏÔÑ ×ÅÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÇÒÕ��ÙâÕÒÂÁËÉ, ËÁË ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÕÞ£ÎÙÅ, �ÏÌÕÞÁÀÔ ÅÄÉÎÏÄÕÛÎÏÅ �ÒÉÚÎÁÎÉÅ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÄÕÝÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ, ÒÅÁË�ÉÑ ÔÁÍ ÎÁ ËÎÉÇÉ âÕÒÂÁËÉ×ÅÓØÍÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ | ÏÔ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÉÑ × áÎÇÌÉÉ ÄÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÒÁÖÄÅÂ-ÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÅÎÔÒÁÈ × óûá É × óÏ×ÅÔ-ÓËÏÍ óÏÀÚÅ × �ÅÌÏÍ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ �ÏÍÅÛÁÌÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ ÔÒÁËÔÁÔÏ× âÕÒÂÁËÉ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍÑÚÙËÅ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× É ÌÀÂÏ�ÙÔÓÔ×Õ Ë ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÞÌÅ-ÎÁÍ ÇÒÕ��Ù ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÏÌÏÄÙÈ ÓÏ×ÅÔÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×Ï×ÒÅÍÑ ÷ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ëÏÎÇÒÅÓÓÁ, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÇÏ × íÏÓË×Å6)î. âÕÒÂÁËÉ (æÒÁÎ�ÉÑ { óûá). áÒÈÉÔÅËÔÕÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÇÏä. î. ìÅÎÓËÏÇÏ) // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, �5, 1960 Ç. ó. 99{112.á. á. ìÑ�ÕÎÏ×. ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÅ É ÓÔÉÌÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. (ðÏ �Ï×ÏÄÕ ÓÔÁÔØÉî. âÕÒÂÁËÉ.) �ÁÍ ÖÅ. ó. 112{116.7)CNRS | îÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ãÅÎÔÒ îÁÕÞÎÙÈ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÞÔÏ-ÔÏ ×ÒÏÄÅ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×.



8 á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ× 1966 ÇÏÄÕ. �ÏÇÄÁ ÚÁ�ÏÍÎÉÌÉÓØ ËÁË ÜËÓÔÒÁ×ÁÇÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ �ÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ� ÂÕÒÂÁËÉÓÔÁ áÄÒÉÅÎÁ äÕÁÄÉ (×ÙÓÔÕ�Á×ÛÅÇÏ Ó ÓÅË�ÉÏÎÎÙÍ ÄÏËÌÁÄÏÍÂÏÓÉËÏÍ É × Ò×ÁÎÙÈ ÄÖÉÎÓÁÈ), ÔÁË É ÕÖÅ ×ÙÂÙ×ÛÉÊ ÉÚ ÇÒÕ��Ù �Ï ×ÏÚ-ÒÁÓÔÕ (ÎÏ ÏÆÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ Å£ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ) öÁÎäØ£ÄÏÎÎÅ, Õ×ÅÒÅÎÎÏ �ÒÏ�ÁÇÁÎÄÉÒÕÀÝÉÊ ËÒÁÊÎÅ ÂÕÒÂÁËÉÓÔÓËÉÅ ×ÚÇÌÑÄÙÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ | ÎÉÖÅ). ïÄÎÁËÏ Õ ÔÏÇÄÁÛ-ÎÅÊ ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÌÏÄÅÖÉ ÄÅÌÏ ÄÁÌØÛÅ ÌÀÂÏ�ÙÔÓÔ×ÁÎÅ ÛÌÏ: �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÎÁÕÞÎÙÅ� ÔÒÁÄÉ�ÉÉ ÒÕÓÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØÓÌÉÛËÏÍ ËÒÅ�ËÉÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÚÇÌÑÄÙ Á×ÔÏÒÁ ÎÏ×ÙÈ îÁ-ÞÁÌ ÍÏÇÌÉ Õ×ÌÅÞØ Å£.ïÄÎÁËÏ ÄÁÖÅ ÓÁÍÙÅ ÓÔÏÊËÉÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÉ ÂÕÒÂÁËÉÚÍÁ �ÏÄÓ�ÕÄÎÏ ÉÓ-�ÙÔÁÌÉ ÅÇÏ ×ÌÉÑÎÉÅ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÉÌØ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅÈ ÎÁÕÞÎÙÈÒÁÂÏÔ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × �ÅÒÉÏÄ ÏÔ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÙÈ �Ï ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ �Ï-ÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ÓÔÁÌ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ �ÏÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÂÕÒÂÁËÉÓÔÓËÕÀ ÍÁÎÅÒÕ, �ÒÉÔÏÍ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÎÅÏÓÏÚÎÁÎÎÏ.4. öÅÓÔÏËÉÊ ÀÍÏÒ: ÌÅÇÅÎÄÙï �ÅÒÉÏÄÅ ÒÁÓ�×ÅÔÁ âÕÒÂÁËÉ ÂÙÔÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÌÅÇÅÎÄ. ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ ÚÄÅÓØÌÉÛØ ÔÒÉ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÇÏ×ÏÒÉ×ÛÉÓØ, ÞÔÏ (ÈÏÔÑ ÏÎÉ �ÏÞÅÒ�ÎÕÔÙ ÉÚ×�ÏÌÎÅ ÓÏÌÉÄÎÙÈ ÉÚÄÁÎÉÊ) ÚÁ ÉÈ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØ ÒÕÞÁÔØÓÑ ÎÅÌØÚÑ.õÒÏÄ öÁÎÁ äØ£ÄÏÎÎÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÍ ÔÒÕÄÎÙÈ ÔÏÍÏ× ÔÒÁËÔÁÔÁâÕÒÂÁËÉ | ÔÏÍ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÀ (ÍÅÒÅ èÁÁÒÁ). öÁÎÕ äØ£-ÄÏÎÎÅ, ÓÁÍÏÍÕ ÒØÑÎÏÍÕ ËÒÉÔÉËÕ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÒÕËÏ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ ÔÏÍÁ, × ËÏÎ�ÅÓÏÒÏËÏ×ÙÈ ÇÏÄÏ× ÂÙÌÏ �ÏÒÕÞÅÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ. äØ£ÄÏÎÎÅ,× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÉ×ÛÉÊÓÑ × ÒÁÓ�×ÅÔÅ Ó×ÏÉÈ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÈ ÓÉÌ, ÚÁÂÒÏÓÉ× ÎÁ�ÅÌÙÊ ÇÏÄ ×ÓÀ Ó×ÏÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔ-ÄÁÌÓÑ ÜÔÏÍÕ ÎÅÌÅÇËÏÍÕ ÔÒÕÄÕ.þÅÒÅÚ ÇÏÄ, Ë ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÍÕ ÓÒÏËÕ, ÏÎ �ÒÉ×ÅÚ ÎÁ ÂÕÒÂÁËÏ×ÓËÕÀ ×ÉÌÌÕÎÁ óÒÅÄÉÚÅÍÎÏÍ ÍÏÒÅ 12 (�Ï ÞÉÓÌÕ ÞÌÅÎÏ× ÇÒÕ��Ù) ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× Ó×ÏÅ-ÇÏ ÔÒÕÄÁ. ðÅÒ×ÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÅÞÅÒ. óÉÄÅÌÉ ×ÕÄÏÂÎÙÈ ËÒÅÓÌÁÈ × ÂÏÌØÛÏÊ ÇÏÓÔÉÎÏÊ, �ÏÔÑÇÉ×ÁÑ (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÅÝ£ ÎÅ ÓÁÍÏÅÌÕÞÛÅÅ) ËÒÁÓÎÏÅ ×ÉÎÏ É ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÕÀÔÎÏ ÒÁÚÇÏÒÅ×ÛÉÊÓÑ ËÁÍÉÎ. ÷ÙÓÔÕ�ÁÌÉ�ÏÏÞÅÒÅÄÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÎ ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÊ, ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÄÌÑ ÇÏÒÄÉ×ÛÅÇÏÓÑ Ó×Ï-ÉÍ ÄÅÔÉÝÅÍ äØ£ÄÏÎÎÅ, ÂÙÌ ÒÅÚËÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ. ðÅÒ×ÏÅ ÖÅ ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÅÚÁ×ÅÒÛÉÌÏÓØ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÎËÏÊ: �íÅÓÔÏ ÜÔÏÍÕ ÕÒÏÄÕ | ÚÄÅÓØ!�, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ�ÏÍÑÔÙÅ ÍÁÛÉÎÏ�ÉÓÎÙÅ ÌÉÓÔËÉ ÒÕËÏ�ÉÓÉ, Ó ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÏÔÒÕËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÂÙÌÉ ÏÔ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × ËÁÍÉÎ. é ÔÁË ÚÁ×ÅÒÛÉÌÉÓØ ×ÓÅ ÏÄÉÎ-ÎÁÄ�ÁÔØ ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÊ. ïÂÉÖÅÎÎÙÊ äØ£ÄÏÎÎÅ ÕÄÁÌÉÌÓÑ × Ó×ÏÀ ËÏÍÎÁÔÕ,



õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ? 9ÇÄÅ ÎÁ �ÉÓØÍÅÎÎÏÍ ÓÔÏÌÅ Ë ÓÞÁÓÔØÀ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ, ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ ÒÕËÏ�ÉÓÉ.íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÅÇÏ ÕÖÁÓ, ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÒÕËÏ�ÉÓÉ ÏÎ ÏÂÎÁÒÕ-ÖÉÌ ÔÁÍ ÌÉÛØ ÍÁÌÅÎØËÕÀ ËÕÞËÕ �Å�ÌÁ É ÚÁ�ÉÓËÕ: �úÄÅÓØ �ÏËÏÉÔÓÑ �ÒÁÈ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÏÄÁ äØ£ÄÏÎÎÅ.�òÁÓÓÔÁ×ÁÎÉÅ Ó áÎÄÒÅ ÷ÅÊÌÅÍ. ÷ 1956 á. ÷ÅÊÌÀ, ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×Á-ÔÅÌÅÊ É ÂÅÓÓ�ÏÒÎÙÈ ÌÉÄÅÒÏ× ÇÒÕ��Ù âÕÒÂÁËÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌÎÉÔØÓÑ50 ÌÅÔ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ, ÞÔÏ ÂÌÉÚÉÌÓÑ ÓÒÏË ÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÉÚ ÇÒÕ��Ù. ïÄÎÁËÏ ÄÏ ÎÅÇÏ ÓÔÁÌÉ ÄÏÈÏÄÉÔØ ÓÌÕÈÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÍÏÌÏÄÙÅ ×ÏÌ-ËÉ�, ÎÅÄÁ×ÎÏ �Ï�ÏÌÎÉ×ÛÉÅ ÇÒÕ��Õ, ÎÁÓÔÒÏÅÎÙ ÅÇÏ ÉÚÇÎÁÔØ É ÒÁÎØÛÅ: ÜÔÏÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÔØ × �ÏÌÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÓÔÁ×ÏÍ, �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÀ-ÝÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁ ��ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÎÅËÏÍ�ÅÔÅÎÔÎÏÓÔØ�. �ÒÕÄÎÏ ÂÙÌÏ÷ÅÊÌÀ ÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ËÕÒÓÅ ×ÓÅÈ ÒÁÂÏÔ ÍÏÌÏÄÅÖÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÖÅ �ÁÒÉÌá. çÒÏÔÅÎÄÉË; ÎÏ ÷ÅÊÌØ ÏÞÅÎØ ÓÔÁÒÁÌÓÑ: ÕÖ ÏÞÅÎØ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÅÍÕ ÉÚÂÅÖÁÔØ�ÏÄÏÂÎÏÇÏ �ÏÚÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÅÍ (ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ, ÎÏ �ÕÔÁ-ÎÙÍ) ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÏÌÏÄÙÈ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ âÕÒÂÁËÉ ÏÎ ÓÌÅÄÉÌ Ó ÎÅÏÔÓÔÕ�ÎÙÍ×ÎÉÍÁÎÉÅÍ, ÞÁÓÔÏ �ÒÅÒÙ×ÁÑ ÄÏËÌÁÄÞÉËÁ ÕÍÎÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ, ÒÁÄÕÑÓØ, ÞÔÏÏÎ, �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉÌÅÔÎÉÊ ÓÔÁÒÉË ÷ÅÊÌØ, ÎÅ ÔÅÒÑÅÔ ÎÉÔØ ÄÏËÌÁÄÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑËÁË ÂÏÌÅÅ ÍÏÌÏÄÙÅ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÚÁ�ÕÔÁÌÉÓØ É ÄÁÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÌÉ ÓÌÕÛÁÔØ.âÅÄÎÙÊ ÷ÅÊÌØ! ëÏÇÄÁ ÄÏËÌÁÄ ÚÁËÏÎÞÉÌÓÑ, ÏÎ ÕÚÎÁÌ , ÞÔÏ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÖÅÒÔ-×ÏÊ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÒÅÖÉÓÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÏÚÙÇÒÙÛÁ: �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 15 ÍÉÎÕÔ ÄÏ-ËÌÁÄÞÉË (Ó ×ÅÄÏÍÁ ×ÓÅÈ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ÷ÅÊÌÑ) ÎÅÓ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÕÀ ÁÈÉ-ÎÅÀ! �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁ Ä×Á ÍÅÓÑ�Á ÄÏ Ó×ÏÅÇÏ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ÏÄÉÎ ÉÚÏÔ�Ï×{ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÇÒÕ��ÙâÕÒÂÁËÉ ÂÙÌ ÉÚÇÎÁÎ ÉÚ Å£ ÒÑÄÏ× ÚÁ �ÒÏÆÎÅ�ÒÉ-ÇÏÄÎÏÓÔØ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ×Ï×ÓÅ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÓÞ£-ÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÒÁÓ�ÒÑÍÉ (ÒÁÓ�ÒÉ ÓÔÁÌÉ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÌÉÛØÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÚÖÅ) | áÎÄÒÅ ÷ÅÊÌÑ ÌÀÂÉÌÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÍÏÌÏÄÅÖØ) |�ÒÏÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÖ ÞÕ×ÓÔ×Ï ÀÍÏÒÁ ÂÙÌÏ Õ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ.è. âÏÁÓ É �ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÊ �ÓÅ×ÄÏÎÉÍ�. ÷ ÎÁÞÁÌÅ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏ-ÄÏ× × óûá ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÑ. ÷ Å£ ÉÚ-ÄÁÎÉÉ �ÒÉÎÑÌ ÁËÔÉ×ÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ ÔÏÇÄÁ ÅÝ£ ÍÏÌÏÄÏÊ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉË èÁÒÏÌØÄ âÏÁÓ, ËÏÔÏÒÏÍÕ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÙÌÁ �ÏÒÕÞÅÎÁ ÓÔÁÔØÑîÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ. ïÎ ÎÁ�ÉÓÁÌ: �î. âÕÒÂÁËÉ | ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÊ �ÓÅ×ÄÏÎÉÍÇÒÕ��Ù ÍÏÌÏÄÙÈ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØÀ É . . . �. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ �ÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ ËÎÉÇÉ × Ó×ÅÔÏÎ �ÏÌÕÞÉÌ ÌÁËÏÎÉÞÎÏÅ �ÉÓØÍÏ: �÷ÁÓ ÖÄ£Ô ÓÔÒÁÛÎÁÑ ËÁÒÁ. î. âÕÒÂÁËÉ�.é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, × ËÁËÏÍ ÛÏËÅ ÂÙÌ ÂÅÄÎÙÊ âÏ-ÁÓ, ËÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ �ÁÒÕ ÍÅÓÑ�Å× �ÒÏÞÉÔÁÌ × ÒÅÆÅÒÁÔÉ×ÎÏÍ ÖÕÒÎÁÌÅ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÒÅ�ÅÎÚÉÀ ÎÁ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ: �è. âÏÁÓ | ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÊ



10 á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ�ÓÅ×ÄÏÎÉÍ ÇÒÕ��Ù ÍÏÌÏÄÙÈ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØÀ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ 〈· · · 〉, ÏÄÎÁËÏ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÁÌÏÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕÂÁÑÏÛÉÂËÁ × ËÌÀÞÅ×ÏÊ ìÅÍÍÅ 3.2 . . . �.÷ ËÏÎ�Å ÒÅ�ÅÎÚÉÉ ÓÔÏÑÌÁ �ÏÄ�ÉÓØ: �î. âÕÒÂÁËÉ (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ îÁÎËÁ-ÇÏ)�. äÏÂÁ×ÌÀ ÏÔ ÓÅÂÑ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÏÄÉÎ ÍÏÌÏÄÏÊ ÆÒÁÎ�ÕÚ-ÓËÉÊ ËÏÌÌÅÇÁ ÉÓËÒÅÎÎÅ ÖÁÌÏ×ÁÌÓÑ ÍÎÅ, ËÁË ÒÁÚÎÙÅ ÎÅËÏÍ�ÅÔÅÎÔÎÙÅ ÌÀÄÉ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × áÍÅÒÉËÅ, �ÙÔÁÀÔÓÑ �ÏÄÒÁÖÁÔØ âÕÒÂÁËÉ.5. âÕÒÂÁËÉÚÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑíÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÌÉÑÎÉÅ ÔÒÁËÔÁÔÁ âÕÒÂÁËÉ ÎÁ ÓÔÉÌØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÂÏÔ ×Ï ×Ó£Í ÍÉÒÅ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÇÏ ÔÏÍÏ×ËÁË ÕÞÅÂÎÉËÏ× ×Ï ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ. ïÄÎÁËÏ | ×Ï�ÒÅËÉ ÒÁ-ÚÕÍÎÏÍÕ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É �ÅÄÁÇÏÇÏ× | ÂÕÒÂÁËÉÚÍÕÂÙÌÏ ÓÕÖÄÅÎÏ ÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ É ÎÁ ÛËÏÌØÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×Ï ×Ó£Í ÍÉÒÅ. ÷ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ, Ë ÕÖÁÓÕ ÕÞÉÔÅÌÅÊÉ ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÓÔÉÌØ âÕÒÂÁËÉ ×ÏÒ×ÁÌÓÑ ×Ï ×ÓÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ, �Ï-ÛÌÁ ×ÏÌÎÁ Õ×ÌÅÞÅÎÉÑ �ÎÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ�. îÅ ÓÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×,ÓËÏÌØËÏ �ÏÌÎÁÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÙ ÓÔÁ×ÉÌÁÓØ ÂÕÒÂÁËÉÓÔÁÍÉ ×Ï ÇÌÁ×Õ ÕÇÌÁ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÁ ÉÚÇÎÁÎÁ ×ÓÑ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.ï�ÙÔ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÑ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ËÒÁÊÎÉÈ Ó×ÏÉÈ ÆÏÒÍÁÈ (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × âÅÌØÇÉÉ É ×Ï æÒÁÎ�ÉÉ), ÓÁÍ É �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÌ Ó×ÏÀ ÎÅÓÏÓÔÏÑ-ÔÅÌØÎÏÓÔØ. ÷ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÈ-×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÁÈ ×Ï ×Ó£Í ÍÉÒÅ ÓÔÁÌ ÎÁÂÌÀ-ÄÁÔØÓÑ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÙÊ ÏÔËÁÔ ÏÔ ÂÕÒÂÁËÉÓÔÓËÉÈ ËÏÎ�Å��ÉÊ. ïÄÎÁËÏ �ÅÌÏÍÕ�ÏËÏÌÅÎÉÀ ÛËÏÌØÎÉËÏ× �ÒÉ×É×ÁÌÏÓØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ËÁË Ï ÎÁÕËÅ, ÚÁÎÉÍÁÀÝÅÊÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÎÕÄÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ × ÄÒÕÇÕÀ. íÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÛËÏÌØÎÏÇÏ ÂÕÒÂÁËÉÚÍÁ �ÏÓÔÒÁÄÁÌÁ ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÑ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÉÇÎÏ-ÒÉÒÏ×Á×ÛÁÑ ÅÇÏ) É òÏÓÓÉÑ, ÇÄÅ ÒÅÆÏÒÍÁ, ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑÅÍÁÑ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ-×ÙÍ, ÎÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ �ÏÄ ÓÉÌØÎÙÍ ×ÌÉÑÎÉÅÍ âÕÒÂÁËÉ É ÇÄÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅÔÒÁÄÉ�ÉÉ ËÒÕÖËÏ× É ÏÌÉÍ�ÉÁÄ �ÏÚ×ÏÌÉÌÉ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ Õ×ÌÅÞ£ÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÏÊ ÓÒÅÄÉ ÌÕÞÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×8).8)îÅ ×ÓÔÕ�ÁÑ × �ÏÌÅÍÉËÕ �Ï �Ï×ÏÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÒÅÆÏÒÍÙ, ÓÞÉÔÁÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. òÅÚËÁÑ (É, Ë ÓÏÖÁ-ÌÅÎÉÀ, × ÉÔÏÇÅ ÕÓ�ÅÛÎÁÑ) ËÒÉÔÉËÁ ÅÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÏÂÝÉÈ ËÏÎ�Å��ÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ× ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÑÈ ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ, ÂÙÌÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÉÓËÁÖÅÎÉÉ ÆÁËÔÏ× É�ÏÒÏÊ ÎÁ Ë×ÁÓÎÏÍ �ÁÔÒÉÏÔÉÚÍÅ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÂ×ÉÎÑÌÓÑ × �ÂÕÒ-ÂÁËÉÚÁ�ÉÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÞÕÖÄÏÇÏ ÒÕÓÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ�. ïÄÎÁËÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÒÅÆÏÒÍÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÙÌÏ ×Ï×ÓÅ ÎÅ



õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ? 116. õ�ÁÄÏË�ÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÕÓ�Å×ÁÀÝÁÑ ÇÒÕ��Á âÕÒÂÁËÉ ÂÙÌÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÇÒÅÂÎÅÕÓ�ÅÈÁ, ËÏÇÄÁ Å£ ÓÌÁ×Á ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÌÁÓØ �Ï ×ÓÅÍÕ ÍÉÒÕ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚ×É×Á-ÌÏÓØ Å£ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÙ É ÛËÏÌÙ É ËÏÇÄÁ ÌÕÞÛÉÅ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÉ æÒÁÎ�ÉÉ (Á ÉÎÏÇÄÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÁÎ) �Ï�ÏÌÎÑÌÉ Å£ ÒÑÄÙ, × ÎÅÊ ÓÁ-ÍÏÊ ÕÖÅ ÚÒÅÌÉ �ÒÉÞÉÎÙ ÎÁÄ×ÉÇÁÀÝÅÇÏÓÑ Õ�ÁÄËÁ. ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ |ÏÄÎÏÂÏËÏÓÔØ. èÏÔÑ ÌÉÄÅÒÙ âÕÒÂÁËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ-ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌÁÍÉ, ÏÎÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÂÙÌÉ ÂÌÉÖÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ, ÞÅÍ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÒÁÚ-ÄÅÌÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÅ ÂÙÌÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÉ ÇÅÏÍÅÔÒÏ×, ÎÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÁÎÁ-ÌÉÔÉËÏ×9): ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÎÉ ×ÏÓ�ÒÉÎÉ-ÍÁÌÉ ËÁË ÒÁÚÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÁË ÒÁÚ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÏÇÄÁ�ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÁ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. ïÎÉ ÎÅ Õ×ÉÄÅÌÉ (ÉÌÉ ÎÅ ÚÁ-ÈÏÔÅÌÉ Õ×ÉÄÅÔØ É ÏÔÒÁÚÉÔØ × Ó×ÏÅÍ ÔÒÁËÔÁÔÅ) ÎÁÞÁ×ÛÅÅÓÑ × ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÅÇÏÄÙ (ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÏÓÎÏ×Å) ÓÌÉÑÎÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×ÏËÒÕÇ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. é ÅÓÌÉ, × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ Ó×ÏÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÏÊ ÏÓÎÏ×Å (× �ÑÔÉ ÔÏÍÁÈ �æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ�),ÅÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ ÏÞÅÎØ ÏÄÎÏÂÏËÏ ÏÔÒÁÖÁÌÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÕ, ÎÅ ÓÕÍÅÌÉ ÕÌÏ×ÉÔØ ÎÉ ÄÕÈ, ÎÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Å£ ÍÁÇÉÓÔÒÁÌØÎÏÇÏÒÁÚ×ÉÔÉÑ.÷ÎÕÔÒÉ ÇÒÕ��Ù ÎÁÞÁÌÉÓØ ÓËÌÏËÉ. ÷ÅÌÉËÉÊ çÒÏÔÅÎÄÉË ÒÁÚÒÕÇÁÌÓÑ ÓÄÒÕÇÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×Á (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ) É �Ï-ËÉÎÕÌ âÕÒÂÁËÉ. åÇÏ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ, × �ÅÒÉÏÄ ÅÇÏ ÞÌÅÎÓÔ×Á × âÕÒÂÁËÉ É �ÏÚ-ÖÅ, ÌÉÛØ ÕÓÉÌÉÌ ÄÕÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ÎÏ ÔÁË É ÎÅ ×ÙÌÉÌÓÑ× �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÍÏ× ÔÒÁËÔÁÔÁ. äÒÕÇÉÅ ËÒÕ�ÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (öÁË�ÉÔÓ, óÅÒÖ ìÅÎÇ) ÕÛÌÉ ÅÝ£ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÔÏÖÅ �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÎÉ�ÉÁÔÉ×Å,Á ÚÕÂÒÙ �ÅÒ×ÙÈ �ÒÉÚÙ×Ï× �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ×ÙÂÙ×ÁÌÉ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÕ. ðÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ×ÌÉÑÎÉÅ âÕÒÂÁËÉ, Á �ÒÏÓÔÏ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ÏÔÓÔÁ×ÁÎÉÑ ÛËÏÌØÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÓÒÅÄÎÀÀ ÛËÏ-ÌÕ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉËÁ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏ ÉÒÏÎÉÉ ÓÕÄØÂÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉË �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎ�Å��ÉÊ âÕÒÂÁËÉá. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÏÂ×ÉÎÑÌÓÑ ÉÍÅÎÎÏ × ÂÕÒÂÁËÉÚÁ�ÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, × ÚÁ�ÏÌÏÎÅÎÉÉ ÛËÏÌØ-ÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÆÏÒÍÁÌÉÓÔÉËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏÊÔÅÏÒÉÉ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, Á �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÄÏÚÁÈ ÌÉÛØ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ Å£ �ÏÎÑÔÉÑ). ÷ �ÅÌÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÆÏÒÍÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÛÅ-ÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× × òÏÓÓÉÉ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÍÅÒÅÎÎÅÅ É ÒÁÚÕÍÎÅÅ, ÞÅÍ × úÁ�ÁÄÎÏÊå×ÒÏ�Å ÉÌÉ óûá.9)èÁÒÁËÔÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇ òÅÎÅ �ÏÍ, ÎÉ ÔÏ�ÏÌÏÇ-ÁÎÁÌÉÔÉË öÁÎìÅÒÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÌÉ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ) × ÇÒÕ��Õ âÕÒÂÁËÉ.



12 á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊÇÒÕ��Ù �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÚÁ ÓÞ£Ô ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÏÇÏ,ËÁÌÉÂÒÁ.íÅÖÄÕ âÕÒÂÁËÉ É ÅÇÏ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ �üÒÍÁÎÎ� ÎÁÞÁÌÉÓØ É ÆÉÎÁÎÓÏ-×ÙÅ ÒÁÓ�ÒÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÌÉ ÏÔÎÉÍÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÓÉÌ É ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÎÁ�ÉÓÁ-ÎÉÅ ÔÒÁËÔÁÔÏ×. ëÏÇÄÁ âÕÒÂÁËÉ (ÞØÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÕÖÅ �ÏËÉÎÕ×ÛÉÊ ÇÒÕ��Õ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÕ ëÁÒÔØÅ) ÎÁËÏÎÅ� ×ÙÉÇÒÁÌ ÚÁÔÑÎÕ×-ÛÉÊÓÑ ÓÕÄÅÂÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Õ �üÒÍÁÎÎÁ� × 1980 ÇÏÄÕ É �ÅÒÅÛ£Ì × ÄÒÕÇÏÅÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÏ×ÙÅ ÔÏÍÁ ÕÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÌÉ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØÓÑ. ÷ 1983 ÇÏÄÕ �ÏÑ×É-ÌÁÓØ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÎÏ×ÁÑ (×ÅÒÎÅÅ ÏÂÎÏ×Ì£ÎÎÁÑ) �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ.åÍÕ ÂÙÌÏ 48 ÌÅÔ, Ô. Å. ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ×ÓÅÇÏ Ä×Á ÇÏÄÁ ÄÏ ÒÏËÏ×ÏÇÏ �ÑÔÉÄÅÓÑ-ÔÉÌÅÔÎÅÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ, ÉÍ ÖÅ ÕÞÒÅÖÄ£ÎÎÏÇÏ. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÞ£ÎÙÈ ÖÕÒÎÁÌÏ×�ÏÑ×ÉÌÓÑ ÅÇÏ ÎÅËÒÏÌÏÇ, ×ÙÄÅÒÖÁÎÎÙÊ × ÔÅÈ ÔÒÁÄÉ�ÉÑÈ ÖÅÓÔÏËÏÇÏ ÀÍÏ-ÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ. ñ �ÏÍÎÀ, ËÁË ×ÓÅ ÓÍÅÑÌÉÓØ (ÜÔÏ | ÎÁÄÎÅËÒÏÌÏÇÏÍ!), ËÏÇÄÁ àÒÉÊ é×ÁÎÏ×ÉÞ íÁÎÉÎ ÚÁÞÉÔÁÌ ÅÇÏ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÚÁÓÅÄÁÎÉÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ïÂÝÅÓÔ×Á.7. ëÏÎÞÉÎÁ?îÏ ÕÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ? é ÄÁ, É ÎÅÔ. ëÁË ÀÒÉÄÉÞÅÓËÏÅ ÌÉ�ÏÏÎ ÅÝ£ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ óÅÍÉÎÁÒ âÕÒÂÁËÉ, É�ÕÂÌÉËÕÅÍÙÊ ÉÍ ÖÕÒÎÁÌ; ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ×ÅÄÕÝÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉÍÉÒÁ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ ÇÒÕ��Ù) Ó ÏÂÚÏÒÎÙÍÉ ÄÏËÌÁÄÁÍÉ Ï ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÈÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÈ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (�ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÒÁÚÕÍÎÏ, ÄÏ-ËÌÁÄÙ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ �ÏÒÕÞÁÀÔÓÑ ÓÁÍÉÍ Á×ÔÏÒÁÍ ÜÔÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ).îÏ ËÁË Ô×ÏÒÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, É ÄÁÖÅ ËÁË ×ÅÌÉËÉÊ ÍÅÔÏÄÉÓÔ, âÕÒÂÁËÉÕÍÅÒ. ÷ÏÚÒÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎ, ÞÔÏÂÙ Ó�ÅÔØ ÎÁÍ Ó×ÏÀ ÌÅÂÅÄÉÎÕÀ �ÅÓÎÀ? äÕÍÁÀ| ×ÒÑÄ ÌÉ.ðÏÞÅÍÕ? âÕÒÂÁËÉÚÁ�ÉÑ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ É ×ÙÓÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ �ÒÉ×ÅÌÁ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×Ù�ÕÓËÎÉËÉ ×ÕÚÏ× æÒÁÎ�ÉÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, üËÏÌØîÏÒÍÁÌØ óÀ�ÅÒØ£Ò (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, É �Ï�ÏÌÎÑÌÁÓØ ÇÒÕ��Á), �Ï-ÓÔÅ�ÅÎÎÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÌÉÓØ × ËÁÒÉËÁÔÕÒÙ ÓÈÏÌÁÓÔÁ âÕÒÂÁËÉ, �ÏÇÒÑÚÎÕ× × ÁÂ-ÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ, ÏÔÏÒ×ÁÎÎÙÈ ÏÔ ÖÉ×ÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÉ. ü�ÏÈÅ ×ÅÌÉËÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× æÒÁÎ�ÉÉ, Ü�ÏÈÅ á. ÷ÅÊ-ÌÑ, á. ëÁÒÔÁÎÁ, ë. ûÅ×ÁÌÌÅ, ö.-ð. óÅÒÒÁ, ì. û×ÁÒ�Á, ð. ëÁÒÔØÅ, á. âÏ-ÒÅÌÑ, ð. äÅÌÉÎÑ É á. çÒÏÔÅÎÄÉËÁ �ÒÉÛ£Ì ËÏÎÅ�. ðÒÉÛÅÄÛÉÅ ÉÍ ÎÁ ÓÍÅÎÕÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÂÕÞÅÎÎÙÅ × ÛËÏÌÅ É ×ÕÚÅ �Ï ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÎ�É�ÁÍÂÕÒÂÁËÉÚÍÁ, ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÁÌÉÂÒÁ: îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ ÓÁÍ ÓÅÂÑ É ÕÎÉ-ÞÔÏÖÉÌ.



13íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÔÅÍÕ �õÞÉÔÅÌØ É ÕÞÅÎÉË� × ÎÁÛÅÍ ÖÕÒ-ÎÁÌÅ. ÷ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÅ, ËÁË, �ÏÖÁÌÕÊ, ÎÉÇÄÅ ÅÝÅ, �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏËÒÕ�ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÜÔÁ�Å ÅÇÏ ËÁÒØÅÒÙ ÏÇÒÏÍÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔÏÂÝÅÎÉÅ Ó õÞÉÔÅÌÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÔÁ×ÉÌ �ÅÒ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ ×ÙÓÌÕ-ÛÁÌ Å£ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÂÏÄÒÉÌ É �ÏÄÓËÁÚÁÌ, ÞÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ.÷ ÉÀÎÅ �ÒÏÛÌÏÇÏ ÇÏÄÁ ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ 60 ÌÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÏ× ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ, ÇÌÁ×Å ÂÌÅÓÔÑÝÅÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ | ÁËÁÄÅÍÉËÕ ÷ÌÁÄÉÍÉ-ÒÕ éÇÏÒÅ×ÉÞÕ áÒÎÏÌØÄÕ. ë ÅÇÏ ÀÂÉÌÅÀ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï �æÁÚÉÓ� ×Ù�Õ-ÓÔÉÌÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ËÎÉÇÕ �÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ áÒÎÏÌØÄ. éÚÂÒÁÎÎÏÅ{60�. òÅ-ÄÁË�ÉÏÎÎÕÀ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× ÷. é. áÒ-ÎÏÌØÄÁ | íÉÈÁÉÌ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ óÅ×ÒÀË. íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÉÚÉÎÔÅÒ×ØÀ, ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÍ ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×Õ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ. ïÎÏ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÍÅ �õÞÉÔÅÌØ É ÕÞÅÎÉË�. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÷. é. áÒÎÏÌØÄ ××ÏÄÉÔ Ó×ÏÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ × ÎÁÕËÕ, ËÁËÜËÚÁÍÅÎÕÅÔ, ËÁË É ËÁËÉÅ ÓÔÁ×ÉÔ ÚÁÄÁÞÉ É ÂÏÌØÛÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ.íÏÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ | ÷. é. áÒÎÏÌØÄí. â. óÅ×ÒÀËïÇÒÏÍÎÙÊ ×ËÌÁÄ, ×ÎÅÓ£ÎÎÙÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏÍ éÇÏÒÅ×ÉÞÅÍ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÕÈÏÄÑÝÅÇÏ ×ÅËÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÎÁÕÞÎÏÇÏÔ×ÏÒÞÅÓÔ×Á | É Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÞÅÍ ÚÁÄÁÞ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅÓÔÏÑÌÉ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ, É Ë �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÏ×ÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ, É Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÎÏ-×ÙÈ ÔÅÏÒÉÊ, É Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.çÏ×ÏÒÑ Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ ÒÅÛ£ÎÎÕÀ ÉÍÔÒÉÎÁÄ�ÁÔÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÅÝ£ × ÓÔÕÄÅÎÞÅ-ÓËÉÅ ÇÏÄÙ ÓÄÅÌÁÌ (×ÓÌÅÄ ÚÁ �ÒÏÒÙ×ÏÍ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÅÇÏÕÞÉÔÅÌÅÍ áÎÄÒÅÅÍîÉËÏÌÁÅ×ÉÞÅÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ) ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÊ ÛÁÇ × ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÔÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ | ÒÅÛÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ âÉÒËÇÏÆÁÏÂ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ. �ÒÅÔÉÊ �ÒÉÍÅÒ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ × �ÌÁÎÅÔ-ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (�ÒÏÂÌÅÍÁ, ÓÔÏÑ×ÛÁÑ × ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ,ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ðÕÁÎËÁÒÅ).÷ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÷ÌÁ-ÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÏÔËÒÙÌ ÍÎÏÇÏ ÎÏ×ÙÈ �ÕÔÅÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÎÁÛ£Ì ÏÞÅÎØíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(13{18)



14 í. â. óÅ×ÒÀËÍÎÏÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Å£ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ. âÏÌØÛÉÎ-ÓÔ×Ï ÎÏ×ÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ ÉÍ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏÎÁ ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÑÈ. ïÎ ÓÁÍ �ÉÓÁÌ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÏÉÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÁÂÏÔ �ïÔ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÊ ÄÏ ÔÅÏÒÉÉ ëáí� (ÍÅÍÕÁÒÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ), ÞÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÅÓ×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÁÌÅËÉÍÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ×ÅÝÁÍÉ| ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÓÌÁÖÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÕ ÎÁÛÁ ÎÁÕËÁ, É ÅÍÕ ×Ù�ÁÌÏ ÓÞÁÓÔØÅ ÉÓ�ÙÔÁÔØ ÜÔÏ ÎÁÓÌÁÖÄÅÎÉÅÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ (Á ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÉÍ ÉÚ Å£ ÓÏÚÄÁÔÅÌÅÊ) ÉÍ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖ-ÄÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÇÒÕ��ÁÍÉ ëÏËÓÔÅÒÁ, ÞÔÏ�ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. åÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÂ Ï×ÁÌÁÈ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ. üÔÏ×ÙÚ×ÁÌÏ �ÒÏÒÙ× × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊçÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÎÁÛ£Ì ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ Ó×ÑÚØÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÓ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÔÅÏÒÉÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ É ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, Ó ÄÒÕÇÏÊ. é ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÏÂÛÉÒÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ, Á ÉÎÏÇÄÁ Ï ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÎÏ×ÏÍ ×ÚÇÌÑÄÅ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ ÒÁÎÅÅ.åÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÇÏ ÒÏÄÁ | ËÏ-ÇÄÁ × ÚÁÄÁÞÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ × ÓÅÂÑ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ, ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌ, ËÁËÉÅÉÍÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙ ÚÁ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÜÆÆÅËÔ, É ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �Ï-ÄÏÂÎÏÇÏ ÔÝÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÂÏÂÝÁÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚ-ÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ. úÎÁÍÅÎÉÔÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏÓØ Ó ÅÇÏ ÓÔÁÔØÉ 1965 Ç. × C. R. A
ad. S
i.Paris. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ É × ÒÑÄÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ×ÙÄ×ÉÎÕÌÒÑÄ ÇÉ�ÏÔÅÚ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÉÍ�ÌÅËÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ×, É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÎ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÌÓÑ ÎÅ ÒÁÚ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ × ÔÅÞÅÎÉÅ×ÓÅÊ Ó×ÏÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒØÅÒÙ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÍ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔ-ÓÑ �ÓÅ×ÄÏ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÁÑÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. . .þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÏ Ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ. ëÁÖÄÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ �ÅÒ×ÏÅ ÚÁÓÅÄÁÎÉÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-ÓÔÅÊ (ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ), ËÏÔÏÒÙÍ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔ ÎÁ �ÒÏ-ÔÑÖÅÎÉÉ ÕÖÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ, ÏÎ �ÏÓ×ÑÝÁÅÔ ÉÍÅÎÎÏ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÏ×ÙÈÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ,É ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÞÁÓÔÏ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÅÌÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ.�×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ ÏÞÅÎØ ÏÂÛÉÒÎÏ É ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÓÁÍÙÅ



íÏÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ | ÷. é. áÒÎÏÌØÄ 15ÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÈÁÎÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ | ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÄÏÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÄÏ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ, ÏÔ ÔÅÏÒÉÉËÁÔÁÓÔÒÏÆ ÄÏ ËÏÓÍÏÌÏÇÉÉ, É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÎÁÕËÉ ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÉÍÉ. ÷ ËÎÉÇÅ �÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ áÒÎÏÌØÄ.éÚÂÒÁÎÎÏÅ{60� �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÓÁÍÉÍ Á×ÔÏÒÏÍ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏËÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.îÁËÏÎÅ�, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ×ËÌÁÄÅ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂ-ÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ �ÒÏ�ÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔÒÙ×ÏË ÉÚ ÒÅ�ÅÎÚÉÉ ÎÁ ÔÒÅ-ÔØÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ� × Math. Reviews, MR 93
:70001 (ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔ A. Ia
ob):�ðÕÓÔØ S1 = {ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÌÉÑÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ XX ×ÅËÁ},S2 = {ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ �ÉÔÉÒÕÅÍÙÅ ËÎÉÇÉ}, S3 = {ËÎÉÇÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ Ó×ÏÀ ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ × XXI ×ÅËÅ}, S4 == {ËÎÉÇÉ, ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÙÅ × �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÉ}, S5 = {ËÎÉÇÉ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÙÞÎÏÍ, �ÒÉÓÕÝÅÍ ÔÏÌØËÏ ÄÁÎÎÏÍÕ Á×ÔÏÒÕ ÓÔÉÌÅ}, S6 == {ËÎÉÇÉ, ÞÉÔÁÔØ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÄÌÉÎÎÏÅ ÎÁÓÌÁÖÄÅÎÉÅ}, A = ÒÅ-�ÅÎÚÉÒÕÅÍÁÑ ËÎÉÇÁ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ: A ∈ ∩6i=1Si.�íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÎÉÇ ÷ÌÁÄÉ-ÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ.ñ ÓÔÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ Õ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ �Ï ÓÏ×ÅÔÕ ÍÎÏÇÉÈ ÌÀÄÅÊ,ÓÔÁÌ ÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÙ. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ËÕÒÓÅ Ñ Ó ÎÉÍ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÉÌ ÉÏÎ ÄÁÌ ÍÎÅ Ó�ÉÓÏË ÚÁÄÁÞ. ñ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÒÅÛÉÌ, É ËÏÇÄÁ Ñ×ÅÒÎÕÌÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÅÓËÕÒÁÖÅÎÎÙÊ, ÏÎ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × �ÒÉÎ�É�ÅÜÔÏÇÏ É ÏÖÉÄÁÌ. îÏ ÚÁÔÅÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÍÎÅ ÄÁÌ ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÌÅÔÏ ÍÅÖÄÕ�ÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ËÕÒÓÁÍÉ (ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅÚÁÄÁÞÉ), Ñ ÔÏÇÄÁ ÒÅÛÉÌ ×Ó�Å, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (Ñ ÎÅ �ÏÍÎÀ, ×ÞÅÍ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÌÁÓØ) Ñ ÒÅÛÉÌ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÔÅÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÏÖÉÄÁÌ, ÈÏÔÑ ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÁ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÂÙÌÁ ÎÉ ÎÏ×ÏÊ, ÎÉÓÌÏÖÎÏÊ.óÎÁÞÁÌÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÎÅ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ ÏÞÉÓÌÅ ÎÕÌÅÊ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× | ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÛÅÓÔÎÁ-Ä�ÁÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ�ÉËÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÍÁÌÏÍ ÎÅÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÉ ÇÁ-ÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, �ÒÉ ÍÁÌÏÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ�ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ). ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Õ ÍÅÎÑ ÎÉËÁËÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÄ×É-ÖÅÎÉÊ ÎÅ ÂÙÌÏ. á ÔÁË ËÁË Ñ Ó ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏÍ éÇÏÒÅ×ÉÞÅÍ ÓÔÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØ-ÓÑ ÏÞÅÎØ ÒÁÎÏ, ÔÏ Ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ, ËÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ �ÉÓÁÔØ ËÕÒÓÏ×ÕÀ



16 í. â. óÅ×ÒÀËÒÁÂÏÔÕ ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ ËÕÒÓÅ, ÅÝ£ ÂÙÌÏ ×ÒÅÍÑ ÓÍÅÎÉÔØ ÔÅÍÁÔÉËÕ. é ÔÏÇÄÁ ÏÎ�ÒÉ×Ì£Ë ÍÅÎÑ (×ÉÄÑ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ Õ ÍÅÎÑ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÔ) Ë ÚÁÄÁÞÅÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ× ×ÉÄÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×ÅËÌÀÞÁ Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÓÅÒØ£ÚÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÷ÌÁ-ÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ)ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ïÓÎÏ×-ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÌÏÓØ ÔÁËÉÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÏÝÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍ, ËÁË ÔÅÏÒÉÑèÏÄÖÁ, | �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉ-ÑÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅÓÔÒÕËÔÕÒÙ èÏÄÖÁ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ.íÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÔÁ-ËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. ñ ÎÁ�ÉÓÁÌ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÕÀ ËÕÒÓÏ×ÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁ ÔÒÅ-ÔØÅÍ ËÕÒÓÅ, É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÏÄ ÍÏÑ ËÕÒÓÏ×ÁÑ ÂÙÌÁ ÓÎÏ×Á �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÜÔÏÊÔÅÍÁÔÉËÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ Ä×ÕÈ ÚÁÍÅÔÏË,ÏÄÎÏÊ | × �õÓ�ÅÈÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË�, ÄÒÕÇÏÊ | × �÷ÅÓÔÎÉËÅ íÏ-ÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ�. îÏ ÎÁÄÅÖÄÙ ÎÁ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊÚÁÄÁÞÅ Ï ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÈ ÎÅ Ï�ÒÁ×ÄÁÌÉÓØ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÎÏÊÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ èÏÄÖÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÓÌÉÛËÏÍ �ÒÏÓÔÙÍÉ. �ÏÇÄÁ ÷ÌÁ-ÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ �ÒÉ×Ì£Ë ÍÅÎÑ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ | Ë ÄÉÎÁ-ÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ, ËÏÔÏÒÙÍÉ Ñ É ÚÁÎÉÍÁÀÓØ Ó ÔÅÈ �ÏÒ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÎÁÓÔÏ-ÑÝÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.óÎÁÞÁÌÁ Ñ �ÒÏÓÔÏ ÓÄÁÌ ÜËÚÁÍÅÎ �Ï Ó�Å�ËÕÒÓÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÉÔÁÌ ÷ÌÁÄÉ-ÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ | ÜÔÏ ÂÙÌÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ. ó�Å�-ËÕÒÓ ÂÙÌ �Ï ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, Ñ ÓÄÁ×ÁÌÜËÚÁÍÅÎ �Ï ÜÔÏÍÕ ËÕÒÓÕ ËÁË ÏÄÉÎ ÉÚ ÜËÚÁÍÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÄÁ-×ÁÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÞÅÂÎÙÍ �ÌÁÎÏÍ. îÏ ÍÎÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜËÚÁÍÅÎÁ (Á ÓÄÁ-ÞÁ ÜËÚÁÍÅÎÏ× �Ï Ó�Å�ËÕÒÓÁÍ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÌÁÓØÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ | ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÙÈ)ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÁÒ (A;G) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀAGA = G (�ÏÄ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÚÄÅÓØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÈ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÑ).ñ ÓÄÁ×ÁÌ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÕ éÇÏÒÅ×ÉÞÕ Ä×Á Ó�Å�ËÕÒÓÁ | �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔÅÊ É �Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÇÌÁ×ÁÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÏÎ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÎÅÄÏËÁÚÁÔØ ÏÄÎÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ í. äÖÕ-



íÏÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ | ÷. é. áÒÎÏÌØÄ 17ÓÔÉ É �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ,á. î. ÷ÁÒÞÅÎËÏ É ó. í. çÕÓÅÊÎ-úÁÄÅ �ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I� (ÓÍ. ÓÔÒ. 131). ñ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×Ó�Å ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌ. úÁÄÁÞÕ �ÒÏ ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ ÔÁËÖÅ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÒÅÛÉÌ (ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×). îÅ �ÏÍÎÀ, ÄÏ ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÂÙÌÉ ÎÏ×ÙÍÉ, ÎÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ñ ÓÔÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÉ-ÓÔÅÍÁÍÉ.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× | ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÅÓÌÉ Ä×Á ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A É G Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍAGA = G, Ô. Å. GAG−1 = A−1, ÔÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ×ÒÅÍÅÎÅÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A, ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ G). é ×ÏÔ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÍ ËÕÒÓÅÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÍÎÅ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏÍ éÇÏÒÅ×ÉÞÅÍ �ÒÏÓÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ�ÒÉ ÓÄÁÞÅ Ó�Å�ËÕÒÓÁ, ÍÏÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ �ÒÉ×ÅÌÉ Ë �Ï-ÌÕÞÅÎÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÈ ÍÅÎÑ ÏÄÎÉÍÉÚ ÌÉÄÅÒÏ× ÜÔÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, É ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË ÍÏÅÊÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÁË É ÍÏÅÊ ÖÉÚÎÉ × �ÅÌÏÍ. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏ-ÒÅ×ÉÞ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÎÅ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ�ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÊ| ÔÅÏÒÉÉ ëáí (ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á{áÒÎÏÌØÄÁ{íÏÚÅÒÁ).ïÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ �Ï �ÒÁ×Õ ÎÕÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØäÖ. ä. âÉÒËÇÏÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÝ£ × ÎÁÞÁÌÅ ×Å-ËÁ. ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ, ËÏÇÄÁ Ñ ÓÔÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉÉ ÔÅÏÒÉÅÊ ëáí, ÒÁÂÏÔ �Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÂÙÌÏ ÅÝ£ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÎÅÍÎÏÇÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞÓÔÁ×ÉÔ �ÅÒÅÄ ÕÞÅÎÉËÏÍ ÎÏ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÏÎ ÏÂÒÉÓÏ×Ù×ÁÅÔ Å£ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÉÄÅÊ. ïÎ ÎÅ ÄÁ£Ô Ó×ÏÅÍÕ ÕÞÅÎÉËÕ ÎÉ Ó�ÉÓËÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÕÂÌÉËÁ-�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ × ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÉ Ó�ÉÓËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ÉÌÉ ÔÅÈ ÌÀÄÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÄÁÎÎÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ, ÎÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÕÞÅÎÉËÕ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ××ÏÄÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏÊ �Ï ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÁ-ÔÉËÅ. ïÎ �ÒÏÓÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÉÄÅÊÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ, ËÁËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ × ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÏÞÔÉ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ËÏÎËÒÅÔ-ÎÙÈ ÉÍÅÎ É �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ, É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË ÓÁÍ ÄÏÌÖÅÎ ×Ó�Å ÜÔÏÎÁÈÏÄÉÔØ. �ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍ| ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ × ÕÞÅÎÉËÅ ÓÁÍÏÓÔÏ-ÑÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÎÏÇÄÁ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÔÏÌØËÏÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÏÊ, �ÏÌÕÞÁÔØ ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÇÌÉ ÂÙÔØ ÉÍ ÎÁÊÄÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏÔ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏ



18 í. â. óÅ×ÒÀËÎÁÞÁÌÁ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÛÔÕÄÉÒÏ×ÁÌÒÁÂÏÔÙ Ó×ÏÉÈ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ×. �ÁË �ÒÏÉÚÏÛÌÏ É ÓÏ ÍÎÏÊ.ñ ÓÒÁÚÕ ÓÔÁÌ �ÙÔÁÔØÓÑ (�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÅÝ£ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÑ ÏÂ ÏÂÒÁÔÉ-ÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÎÅ ÉÍÅÑ ÎÉËÁËÏÇÏ Ï�ÙÔÁ × ÔÅÏÒÉÉ ëáí) ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÔÅÏÒÅÍÕ ëáí ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÏ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ), É ÍÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ëáí ÂÅÚÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ! ñ É �Ï ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÇÏÒÖÕÓØÜÔÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ É �Ï ÓÅÊ ÄÅÎØ ËÁÖÅÔÓÑ ÍÎÅ ÓÏ×ÅÒ-ÛÅÎÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. åÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÏ ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÏÒÙ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ×�ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ.ïÂÒÁÝÁÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ ÕÇÌÏ×ÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÜÔÉÈ ÔÏÒÁÈ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÍÙ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÕÔØ �ÏÛÅ×ÅÌÉÍ, ÎÅ ×Ù×ÏÄÑ Å£ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ,ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ×ÏÚÍÕÝÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÕ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÎÏ É ÏÂÒÁÝÁÀ-ÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÕÝ£ÎÎÙÊ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄ-ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÙÌÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑÎÁ ÎÅ×ÏÚÍÕÝ£ÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÏÒÁÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ×É-ÓÅÌÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÎÕÍÅÒÕÀÝÅÇÏ ÔÏÒÙ, ÔÏ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ×ÏÚÍÕÝ£ÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÏÒÏ× (ÂÌÉÚËÉÈË ÎÅ×ÏÚÍÕÝ£ÎÎÙÍ ÔÏÒÁÍ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÁ-ÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ), Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÜÔÉÍ ÔÏÒÁÍ ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏ-ÄÉÞÅÓËÉÍ. . . | Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏÂÙÞÎÏÊ(ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ) ÔÅÏÒÉÉ ëáí, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÚÍÕÝ£ÎÎÙÊÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ.éÔÁË, ×ÏÚÍÕÝÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÍÙÎÅ ×ÙÈÏÄÉÍ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ a priori| ÜÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ (Ö£ÓÔËÏÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ).üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÍÏÅÊ ÄÉ�ÌÏÍÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÛÌÉ ×ËÎÉÇÕ, ËÏÔÏÒÕÀ Ñ �ÏÄ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏ-ÒÅ×ÉÞÁ ÎÁ�ÉÓÁÌ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÅ. ïÎÁ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ× ÓÅÒÉÉ Le
ture Notes in Mathemati
s. é �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÙ ÉÚÁÝÉÔÙ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ ÍÎÅ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ×Ù�ÁÄÁÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÝÅÄÒÕÀ �ÏÍÏÝØ É �ÏÄÄÅÒÖËÕ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ.
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ï ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÈ ÍÅÄÁÌÑÈí. é. íÏÎÁÓÔÙÒÓËÉÊðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÙÍÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÓÒÅÄÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ �ÒÅÍÉÊ, ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÕÄÏÓÔÁÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÍÉÉ æÉÌÄÓÁ. ïÓÎÏ×ÁÔÅÌØÜÔÏÊ �ÒÅÍÉÉ | äÖÏÎ þÁÒÌØÚ æÉÌÄÓ (1863 { 1932). ïÎ ÒÏÄÉÌÓÑ × ëÁÎÁÄÅ,ÏËÏÎÞÉÌ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ �ÏÒÏÎÔÏ, ÇÄÅ É ÒÁÂÏÔÁÌ (�ÏÓÌÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÅÂÙ-×ÁÎÉÑ × å×ÒÏ�Å) Ó 1902 Ç. ÄÏ ËÏÎ�Á ÖÉÚÎÉ. îÁÕÞÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ æÉÌÄÓÁ ÂÙÌÉÓ×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÁÌÇÅÂÒÏÊ. îÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÍÑ æÉÌÄÓÁ �ÏÌÕÞÉÌÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÅÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØ-ÎÏÓÔØÀ. îÁ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ × ëÁÎÁÄÅ (�Ï-ÒÏÎÔÏ, 1924) ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÅÇÏ ÉÄÅÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ�ÒÅÍÉÉ. æÉÌÄÓ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ ÍÅÍÏÒÁÎÄÕÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ ÓÔÁÔÕÔÎÏ×ÏÊ �ÒÅÍÉÉ. ïÎ �ÉÓÁÌ: �ñ ÏÓÏÂÏ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÀ, ÞÔÏ ÍÅÄÁÌØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØÉÎÔÅÒÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ É ÏÂßÅËÔÉ×ÎÁ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. 〈· · · 〉 ïÎÁ ÎÉ�ÏÄ ËÁËÉÍ ×ÉÄÏÍ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ×ËÌÀÞÁÔØ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÔÒÁÎÅ,ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÉÌÉ ÌÉÞÎÏÓÔÉ�. éÄÅÑ æÉÌÄÓÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÌÁÓØ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ × ïÓÌÏ (1936). é Ó ÔÅÈ �ÏÒ ÍÅÄÁÌÉ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÁÍ ×ÒÕÞÁÌÉÓØ ÎÁ ×ÓÅÈ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÇÒÅÓÓÁÈ. îÁÜÔÉÈ ÍÅÄÁÌÑÈ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÏÂÅÌÅ×ÓËÉÈ) ÇÒÁ×ÉÒÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÆÁÍÉÌÉÑ ÌÁ-ÕÒÅÁÔÁ É ÇÏÄ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÍÉÉ. é ÈÏÔÑ ÔÁÍ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÏ æÉÌÄÓÅ, É ÚÁ �ÒÅÍÉÅÊ, É ÚÁ ÍÅÄÁÌØÀ ÚÁÓÌÕÖÅÎÎÏ ÚÁËÒÅ�ÉÌÏÓØ ÅÇÏ ÉÍÑ.÷ ÍÅÍÏÒÁÎÄÕÍÅ æÉÌÄÓÁ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÅÍÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ-ÍÅÞÁÔØ ÕÖÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÏ É ÓÔÉÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÕÀÔ×ÏÒÞÅÓËÕÀ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÁÕÒÅÁÔÁ. ðÅÒ×ÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ æÉÌÄÓÏ×ÓËÏÇÏ ËÏ-ÍÉÔÅÔÁ ÜÔÁ ÆÒÁÚÁ ÂÙÌÁ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÁ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÉÅ, ÞÔÏ �ÒÅÍÉÉ ÄÏÌÖÎÙ×ÒÕÞÁÔØÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÌÏÄÙÍ ÕÞ£ÎÙÍ. þÕÔØ �ÏÚÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ ×ÏÚ-ÒÁÓÔÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á: ×ÏÚÒÁÓÔ ÌÁÕÒÅÁÔÁ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ 40 ÌÅÔ.íÅÄÁÌÑÍÉ æÉÌÄÓÁ ÂÙÌÉ ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÕËÁÚÁÎÏÍÅÓÔÏ ÒÁÂÏÔÙ ÌÁÕÒÅÁÔÁ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÅÄÁÌÉ):1936 ÇÏÄ. ä. äÕÇÌÁÓ (1897{1965) (íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÉÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ,óûá); ì. áÌØÆÏÒÓ (1907{1996) (èÅÌØÓÉÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, æÉÎÌÑÎÄÉÑ).1950 ÇÏÄ. ì. û×ÁÒ� (1915) (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ îÁÎÓÉ, æÒÁÎ�ÉÑ); á. óÅÌØÂÅÒÇ (1917)(éÎÓÔÉÔÕÔ ×ÙÓÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ðÒÉÎÓÔÏÎ, óûá).1954 ÇÏÄ. ö.-ð. óÅÒÒ (1926) (ðÁÒÉÖÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, æÒÁÎ�ÉÑ); ë. ëÏÄÁÉÒÁ(1915) (ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá).íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(19{20)



20 í. é. íÏÎÁÓÔÙÒÓËÉÊ1958 ÇÏÄ. ë. æ. òÏÔ (1925) (ìÏÎÄÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÑ); ò. �ÏÍ(1923) (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ óÔÒÁÓÂÕÒÇÁ, æÒÁÎ�ÉÑ).1962 ÇÏÄ. ì. è£ÒÍÁÎÄÅÒ (1931) (óÔÏËÇÏÌØÍÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, û×Å�ÉÑ);äÖ. íÉÌÎÏÒ (1931) (ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá).1966 ÇÏÄ. ó. óÍÅÊÌ (1930) (ëÁÌÉÆÏÒÎÉÊÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá); ð. ëÏÜÎ(1934) (óÔÜÎÆÏÒÄÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá); á. çÒÏÔÅÎÄÉË (1928) (ðÁÒÉÖ-ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, æÒÁÎ�ÉÑ); í. áÔØÑ (1929) (ïËÓÆÏÒÄÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÑ).1970 ÇÏÄ. á. âÅÊËÅÒ (1939) (ëÜÍÂÒÉÄÖÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÑ);ó. ð. îÏ×ÉËÏ× (1938) (íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á,íÏÓË×Á, óóóò); ä. �ÏÍ�ÓÏÎ (1932) (ëÜÍÂÒÉÄÖÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÷ÅÌÉ-ËÏÂÒÉÔÁÎÉÑ); è. èÉÒÏÎÁËÁ (1931) (çÁÒ×ÁÒÄÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá).1974 ÇÏÄ. ä. íÁÍÆÏÒÄ (1937) (çÁÒ×ÁÒÄÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá); ü. âÏÍÂÉÅÒÉ(1940) (ðÉÚÁÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, éÔÁÌÉÑ).1978 ÇÏÄ. ð. äÅÌÉÎØ (1944) (éÎÓÔÉÔÕÔ ×ÙÓÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ âÀÒÓÀÒ-é×ÅÔÔ,æÒÁÎ�ÉÑ); ä. ë×ÉÌÌÅÎ (1940) (íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÉÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉ-ÔÕÔ, óûá); ç. á. íÁÒÇÕÌÉÓ (1946) (éÎÓÔÉÔÕÔ �ÒÏÂÌÅÍ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ, íÏÓË×Á, óóóò); þ. æÅÆÆÅÒÍÁÎ (1949) (ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,óûá).1983 ÇÏÄ. á. ëÏÎÎ (1947) (ðÁÒÉÖÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, æÒÁÎ�ÉÑ); ÷. ð. �£ÒÓÔÏÎ(1946) (ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá); þ. �. ñÏ (1949) (óÔÜÎÆÏÒÄÓËÉÊÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá).1986 ÇÏÄ. ó. ë. äÏÎÁÌØÄÓÏÎ (1957) (ïËÓÆÏÒÄÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁ-ÎÉÑ); ç. æÁÌÔÉÎÇÓ (1954) (ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, óûá); í. æÒÉÄÍÁÎ(1951) (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ óÁÎ-äÉÅÇÏ, ëÁÌÉÆÏÒÎÉÑ, óûá).1990 ÇÏÄ. ÷. ç. äÒÉÎÆÅÌØÄ (1954) (æÉÚÉËÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÎÉÚËÉÈ ÔÅÍ-�ÅÒÁÔÕÒ, èÁÒØËÏ×, óóóò); ü. ÷ÉÔÔÅÎ (1951) (éÎÓÔÉÔÕÔ ×ÙÓÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ, ðÒÉÎÓÔÏÎ, óûá); ÷. æ. ò. äÖÏÎÓ (ëÁÌÉÆÏÒÎÉÊÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,âÅÒËÌÉ, óûá); û. íÏÒÉ (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ëÉÏÔÏ, ñ�ÏÎÉÑ).1994 ÇÏÄ. ö. âÕÒÇÜÎ (1954) (éÎÓÔÉÔÕÔ ×ÙÓÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ðÁÒÉÖ, æÒÁÎ-�ÉÑ); ð. ì. ìÉÏÎÓ (1956) (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ðÁÒÉ-äÏÆÉÎ, æÒÁÎ�ÉÑ); ö. è. êÏË-ËÏÓ (1957) (õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ðÁÒÉ-úÀÄ, ïÒÓÅÊ, æÒÁÎ�ÉÑ); å. úÅÌØÍÁÎÏ× (1955)(õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ÷ÉÓËÏÎÓÉÎ, íÅÄÉÓÏÎ, óûá).âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÏ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÌÁÕÒÅÁÔÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ × ËÎÉÇÁÈ:íÏÎÁÓÔÙÒÓËÉÊ í. ðÒÅÍÉÑ æÉÌÄÓÁ. úÎÁÎÉÅ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ/ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ,2, 1991; Monastyrsky í. Modern Mathemati
sin the Light of Fields Medals.A. K. Peters, 1996.á × ÜÔÏÍ ÎÏÍÅÒÅ × ÓÔÁÔØÅ ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÏÇÏ É ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×Á ÒÁÓÓËÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É ì. ó. ðÏÎ-ÔÒÑÇÉÎÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ �ÒÅÍÉÉ,ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÉÚ-ÚÁ ÖÅÌÅÚÎÏÇÏ ÚÁÎÁ×ÅÓÁ (ÓÍ. ÓÔÒ. 21{40).
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ðÅp×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕpÅÁÔÙ É ÓÏ×ÅÔÓËÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ 30-È ÇÏÄÏ×. I÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ× ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊðÅÒ×ÙÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÏÊ ÍÅÄÁÌÉ ÂÙÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÎÁ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ ×ïÓÌÏ × 1936 ÇÏÄÕ. ÷ ÓÏÓÔÁ× ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÍÉÔÅÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÎÉÍÁÌÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂ ÜÔÏÍ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÉ, ×ÏÛÌÉ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÏÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ: ÉÔÁÌØÑÎÅ� æ. óÅ×ÅÒÉ (�ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ), ÁÍÅÒÉËÁÎÅ� äÖ. âÉÒËÇÏÆ,ÆÒÁÎ�ÕÚ ü. ëÁÒÔÁÎ, Ñ�ÏÎÅ� �. �ÁËÁÇÉ, ë. ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ (ÎÅÍÅ�ËÉÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉË ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ).úÏÌÏÔÙÅ ÍÅÄÁÌÉ É ÄÅÎÅÖÎÙÊ �ÒÉÚ (1500 ÄÏÌÌÁÒÏ×) ÂÙÌÉ ×ÒÕÞÅÎÙ Ä×ÕÍÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ: äÖ. äÕÇÌÁÓÕ ÉÚ íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÏÇÏ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉ-ÔÕÔÁ (MIT) É ì. áÌØÆÏÒÓÕ ÉÚ èÅÌØÓÉÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.äÖÅÓÓ äÕÇÌÁÓ (1897 { 1965) | ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÊ× îØÀ-êÏÒËÅ É MIT. òÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÙÈ Ó ÔÅÍ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎ�ÏÌÕÞÉÌ Ó×ÏÀ ÍÅÄÁÌØ, × ÅÇÏ ÂÉÏÇÒÁÆÉÉ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÙÌÏ. äÕÇÌÁÓ ÎÅ �ÒÉÅÈÁÌÎÁ ËÏÎÇÒÅÓÓ, ÓÏÓÌÁ×ÛÉÓØ ÎÁ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÑ. íÅÄÁÌØÂÙÌÁ ×ÒÕÞÅÎÁ îÏÒÂÅÒÔÕ ÷ÉÎÅÒÕ, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÅÍÕ × MIT.ìÁÒÓ áÌØÆÏÒÓ (1907 { 1996) | ÆÉÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË. ïÎ �ÒÏÖÉÌ ÂÏÌØ-ÛÕÀ ÖÉÚÎØ, ÒÁÂÏÔÁÌ × û×ÅÊ�ÁÒÉÉ, Á Ó 1946 ÇÏÄÁ | × óûá. ÷ 1986 ÇÏÄÕ,× ÇÏÄ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ �ÒÅÍÉÉ, áÌØÆÏÒÓ ÂÙÌ ÉÚÂÒÁÎ �ÏÞ£ÔÎÙÍ �ÒÅÚÉÄÅÎ-ÔÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÁ × âÅÒËÌÉ. ïÎ ×ÙÓÔÕ�ÉÌ ÎÁ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ Ó ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÍÉ Ï�ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÉ.ïÂÁ ÌÁÕÒÅÁÔÁ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ÁÎÁÌÉÚÁ. äÕÇÌÁÓ �ÏÌÕÞÉÌ �ÒÅ-ÍÉÀ ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ðÌÁÔÏ. úÁÄÁÞÁ ðÌÁÔÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.÷�ÅÒ×ÙÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÅÍ × 1760 ÇÏÄÕ. âÅÌØÇÉÊÓËÉÊ ÆÉ-ÚÉË ðÌÁÔÏ �ÏËÁÚÁÌ (× 1849 Ç.), ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎÙ × ×ÉÄÅ ÍÙÌØÎÙÈ �ÌÅÎÏË, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ �ÒÏ×ÏÌÏÞÎÙÊ ËÁÒËÁÓ. ÷Ï-�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ×n-ÍÅÒÎÏÍ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �, ÓÔÁÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ ðÌÁÔÏ. úÁÄÁÞÁðÌÁÔÏ ÂÙÌÁ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÅÛÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ: ä. äÕÇÌÁ-ÓÏÍ É �. òÁÄÏ. òÅÛÅÎÉÅ äÕÇÌÁÓÁ ÂÙÌÏ ÓÏÞÔÅÎÏ ÄÏÓÔÏÊÎÙÍ �ÒÅÍÉÉæÉÌÄÓÁ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(21{40)



22 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊï ÔÅÏÒÅÍÅ äÕÇÌÁÓÁ { òÁÄÏ É Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ðÌÁÔÏÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × [10, § 47, 48℄.áÌØÆÏÒÓ ÂÙÌ ÕÄÏÓÔÏÅÎ ÍÅÄÁÌÉ ÚÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ó ÔÅÈ �ÏÒ ×ÔÅÞÅÎÉÅ �ÏÌÕ×ÅËÁ áÌØÆÏÒÓ ÂÙÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÌÉÄÅÒÏ× × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ.îÕ Á ÞÔÏ ÖÅ ÓÏ×ÅÔÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ?�ÒÕÄÎÏ ÏÓ�ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × 1936 Ç. ÓÏ×ÅÔÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ ÂÙÌÁÓÁÍÏÊ ×ÙÄÁÀÝÅÊÓÑ ×Ï ×Ó£Í ÍÉÒÅ. îÁ�ÉÓÔÙ ÒÁÚÇÒÏÍÉÌÉ ÎÅÍÅ�ËÕÀ ÛËÏ-ÌÕ, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÁÑ �ÅÒÅÖÉ×ÁÌÁ �ÅÒÉÏÄ ÓÍÅÎÙ �ÏËÏÌÅÎÉÊ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑÛËÏÌÁ óûá ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÉÒÁÌÁ ÏÂÏÒÏÔÙ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ × ÔÒÉÄ�ÁÔÙÅ ÇÏ-ÄÙ ÄÏÓÔÉÇÌÏ ÒÁÓ�×ÅÔÁ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÕÞ£ÎÙÈ (ÎÅ ÓÔÁÒÛÅ 40 ÌÅÔ!), ËÁËð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×, á. ï. çÅÌØÆÏÎÄ, á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×, í. ç. ëÒÅÊÎ,í. á. ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×, ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉË, ä. å. íÅÎØÛÏ×, ð. ó. îÏ×ÉËÏ×,ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ, ó. ì. óÏÂÏÌÅ×, á. ñ. èÉÎÞÉÎ, ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ |Ó�ÉÓÏË ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ. îÉ × ÏÄÎÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÅÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÁËÏÇÏ ÓÏ�×ÅÔÉÑ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×!îÏ ÖÅÌÅÚÎÙÊ ÚÁÎÁ×ÅÓ ÕÖÅ Ï�ÕÓÔÉÌÓÑ. ëÏÎÔÁËÔÙ ÍÅÖÄÕ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÏÊÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÍÉÒÏÍ ÂÙÌÉ �ÒÅÒ×ÁÎÙ. îÁ ËÏÎÇÒÅÓÓ × ïÓÌÏ ÂÙÌÉ �ÒÉÇÌÁÛÅ-ÎÙ çÅÌØÆÏÎÄ É èÉÎÞÉÎ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ �ÏÅÈÁÔØ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÚÁÇÒÁÎÉÞÎÙÅËÏÍÁÎÄÉÒÏ×ËÉ ÚÁËÏÎÞÉÌÉÓØ × 1931 ÇÏÄÕ. üÔÉÍ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ É ÏÂß-ÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÁÕÒÅÁÔÏ× 1936 ÇÏÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÏ×ÅÔÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÏ×.á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁÖÄÙ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 30-ÈÇÏÄÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ó. ìÅÆÛÅ�Á Ó�ÒÏÓÉÌÉ, ËÏÇÏÉÚ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÌÏÄÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×Ï ×Ó£Í ÍÉÒÅ ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ×ÙÄÁÀÝÉÍÉÓÑ, ÏÎ ÎÁÚ×ÁÌ ÞÅÔÙÒÅ ÉÍÅÎÉ: á. ï. çÅÌØÆÏÎÄ, á. î. ëÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×, ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ É ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ.ðÅÒ×ÏÅ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÏÊ ÍÅÄÁÌÉ ÂÙÌÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ �Ï Ä×ÕÍ ÒÁÚ-ÎÙÍ �ÒÉÚÎÁËÁÍ: ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ (äÕÇÌÁÓ) É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ (áÌØ-ÆÏÒÓ). ÷ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å ÞÅÔÙÒ£È ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÓÏ×ÅÔÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× (É ÂÏÌØ-ÛÉÎÓÔ×Á ÄÒÕÇÉÈ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ) ÂÙÌÉ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ�ÒÏÂÌÅÍ, É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÊ, É ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×. ÷ ËÒÁÔËÏÍÏÞÅÒËÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÌÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÉÈ ÄÏ-ÓÔÉÖÅÎÉÑÈ. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ. ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ á. ï. çÅÌØÆÏÎÄÁÉ ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁÔØÅ.íÙ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ, Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄÉ-ÞÅÓËÉÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÅ ÚÁ ÍÉÎÕ×ÛÉÅ ÇÏÄÙ. îÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ×ÏÓÈÏÄÑÔ Ë Á×ÔÏÒÓËÉÍ ÒÁÂÏÔÁÍ.



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 23ðÒÉÍÅÒ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ×ÓÀÄÕ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ æÕÒØÅáÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× (1903 { 1987) | ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊ-ÛÉÈ ÕÞ£ÎÙÈ Ä×ÁÄ�ÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÁ ÎÅÏÂÙ-ÞÁÊÎÁÑ ÛÉÒÏÔÁ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×. ÷ÏÔ ÎÅ�ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÔÅÈ ÏÂÌÁ-ÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÇÄÅ ÏÎ ÏÓÔÁ×ÉÌ ÎÅ�ÒÅÈÏÄÑÝÉÊ ÓÌÅÄ: ÔÅÏÒÉÑ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×, ÄÅÓËÒÉ�ÔÉ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉ-ËÁ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÙ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÔÅÏÒÉÑ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÅÏÒÉÑ ÓÔÒÅÌØÂÙ,ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ × ÅÇÏÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÁÂÏÔÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË: × ÆÉÚÉ-ËÅ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ, ÇÅÏÌÏÇÉÉ, ÏËÅÁÎÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÅÏÒÏÌÏÇÉÉ, ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÉ,ÓÔÉÈÏ×ÅÄÅÎÉÉ É Ô. �. ï ÌÉÞÎÏÓÔÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É Ï ÅÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×ÅÓÍ. [9, 4, 11℄.ðÏÓÔÕ�É× × 1920 Ç. × íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ ÕÞÅÎÉËÏÍ î. î. ìÕÚÉÎÁ. ÷ ÇÏÄÙ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÙ ÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ×ÙÄÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÌÏÇÉËÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÔÏÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÒÁÓÓËÁ-ÖÅÍ ÎÉÖÅ | �ÒÉÍÅÒ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ), ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó×ÏÉ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ 30-È ÇÏÄÏ× ÏÎ ÓÏÚÄÁ£Ô ÔÅÏÒÉÀ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÚÁ×ÅÒÛÁÑ ÕÓÉÌÉÑ üÊÎÛÔÅÊÎÁ, ðÌÁÎËÁ, óÍÏÌÕÈÏ×ÓËÏÇÏÉ ÷ÉÎÅÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÏÚÄÁ£Ô ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÔÁ×ÛÕÀÞÁÓÔØÀ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. üÔÉ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ ÄÏ 1935 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÌÉÓØ �ÅÒ×ÙÅ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÑ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÈ ÍÅÄÁÌÅÊ.÷ 1921 ÇÏÄÕ ×ÏÓÅÍÎÁÄ�ÁÔÉÌÅÔÎÉÊ ÓÔÕÄÅÎÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ áÎÄÒÅÊ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×�ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÑÄ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. üÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ × ÔÅÏÒÉÉÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÏ×, ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓ×ÑÔÉÌÉ Ó×ÏÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏ-ÇÉÅ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó üÊÌÅÒÁ É æÕÒØÅ. ðÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÒÁëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÓÏÒÏË Ó ÌÉÛÎÉÍ ÌÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ìÉÛØ × 1966 ÇÏÄÕ ëÁÒÌÅÓÏÎ�ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÎÅÌØÚÑ ÕÓÉÌÉÔØ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÓ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ Ë ÓÁÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ (× ×ÉÄÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÜÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ î. î. ìÕÚÉÎ × 1915 ÇÏÄÕ).�ðÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.



24 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊíÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ�ÏËÒÙÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ < ".÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ ÒÑÄÁ, ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ×ÓÀ-ÄÕ (ÏÂÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÎÉÇÅ [4, ÓÔÁÔØÉ 1 É 11℄). íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍÄÁÌÅÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ.æÕÎË�ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�;�℄. ëÁÖÄÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ [−�;�℄ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÒÑÄ æÕÒØÅa02 + ∞∑n=1(an 
osnx+ bn sinnx);ÇÄÅ an = 1� �∫
−� f(t) 
osnt dt; bn = 1� �∫

−� f(t) sinnt dt:óÕÍÍÁ a0=2+∑nk=1(ak 
os kx+ bk sinkx) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÕÍÍÏÊ æÕÒØÅÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn(x; f). åÓÌÉ f(x) = a0=2 +∑Nk=1(ak 
os kx+ bk sinkx) |ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ak É bk | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÁË ÞÔÏ Sm(x; f) = a0=2+∑mk=1(ak 
os kx+bk sinkx) �ÒÉm < NÉ Sm(x; f) = f �ÒÉ m > N . òÑÄ æÕÒØÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÊ ÓÁÍÏÊ, ÒÑÄ æÕÒØÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË (ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ).ðÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×�ÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ, ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á: ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {pn}∞n=1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ∑∞n=1 ∫ pn < ∞, ÔÏ ÒÑÄ ∑∞n=1 pn(t) ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ËÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ∑∞n=1 pn. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×É É ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÕÅ-ÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ [5℄.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÝ£ ÒÁÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÑÄ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.îÁÛÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÛÁÇÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pa, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |pa(x)| 6 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ xÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ maxn Sn(0; pa) > a:



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 25üÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ 1921 ÇÏÄÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ Sn(0; f) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅSn(0; f) = �∫
−� Dn(x)f(x)dx; Dn(x) = 12� sin(n+ 1=2)xsinx=2 :(æÕÎË�ÉÀ Dn ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÑÄÒÏÍ äÉÒÉÈÌÅ × ÞÅÓÔØ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÎÅÍÅ�ËÏ-ÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÇÏ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ, ×ÎÅÓÛÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÊ ×ËÌÁÄ× ÔÅÏÒÉÀ ÒÑÄÏ× æÕÒØÅ; äÉÒÉÈÌÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÌ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁæÕÒØÅ �ÒÉ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÈ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.) íÙ ÉÍÅÅÍ�∫

−� |Dn(x)|dx→ ∞: (1)æÏÒÍÕÌÁ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙËÌÁÄËÉ:�∫
−� |Dn(x)|dx = 2 �∫0 |Dn(x)|dx sinx=26x=2

>

>
2� �∫0 | sin(n+ 1=2)x|x dx t=(n+1=2)x= 2� (n+1=2)�∫0 | sin t|t dt:ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ C(1 + 1=2 + 1=3 + · · ·+ 1=n),ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (1). æÉËÓÉÒÕÅÍ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �∫

−� |Dn(x)|dx > a. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ s(x) = sgnDn(x), ÇÄÅ sgnx = x=|x|. å£ÍÏÖÎÏ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ |f(x)| < 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x É ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ�∫
−� Dn(x)f(x) dx É �∫

−� Dn(x)s(x) dx = �∫
−� |Dn(x)| dxÂÙÌÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ > a. ðÏÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ×ÓÑËÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�;�℄,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �ÒÉÂÌÉ-ÚÉÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ Ë f , ÎÁÈÏÄÉÍÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |p(x)| 6 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x ÉSn(0; p) = �∫

−� Dn(x)p(x)dx > a.



26 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊóÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅ-ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ qa ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅ-ÎÏÍ 1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ maxn |Sn(x; qa)| > aÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ðÏÌÏÖÉÍ kj(x) = qj3(x); j ∈ N. üÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ maxn |Sn(x; kj)| > j3ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. ðÕÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÁNj . îÁÚÏ×ÅÍ ÎÏÓÉÔÅ-ÌÅÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ an É bn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ÒÁ×ÎÙ ÎÕ-ÌÀ �pÉ ×ÓÑËÏÍ n =∈ S, n > 0 (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ). ÷ÙÂÅÒÅÍËÏÎÓÔÁÎÔÕ m2 > N1. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ k1(x) É k2(m2x) ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÉ [1; N1℄ É [m2;m2N2℄. ðÏÄÂÅÒÅÍ m3 > m2N2 É ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ k3(m3x). �ÏÇÄÁ ÔÒÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ k1(x); k2(m2x) É k3(m3x)ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÉ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÓÔÕ�ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÉ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× kj(mjx), j ∈ N 
 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ m1 = 1 É, ÎÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØK(x) = ∞∑j=1 kj(mjx)=j2:üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏ× Õ ÎÅ£ÒÑÄ æÕÒØÅ, É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ ÄÅÌ£ÎÎÏÍÕÎÁ 2� ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [−�;�℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 12� �∫
−� kj(mjx) dx = 1,ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ ∞∑j=1 �∫

−� kj(mjx)=j2 dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 2� ∞∑j=1 1=j2 == �3=3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ K ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. åÅ ÒÑÄ æÕÒØÅ ×Ù-ÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ó�ÅÒ×Á ÉÄ£Ô Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ �2=6, ÚÁÔÅÍ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k1(m1x); k2(m2x)=4; : : : .òÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: supn |Sn(x;K)| = ∞ �pÉ ÌÀÂÏÍ x. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x É �Ï-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ Sn(x;K) ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ K �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ ÂÏÌØÛÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÅÔÙÒ£È. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ l, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
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|Sl(m9x; k9=92)| > 9 (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2). óÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉK Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ m9 ÄÏ m9l × ÔÏÞËÅ x ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Sl(m9x; k9=92)− 1=92 É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ ×ÏÓØÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ Sn(x;K) �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ ×ÏÓØÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔÙÒ£È.ðÒÉÍÅÒ �ÏÓÔÒÏÅÎ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. éÄÅÀÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ ÏÔ ó. ÷. ëÏÎÑÇÉÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕËÁÚÁÌ ÎÁÍ ÎÁÒÁÂÏÔÕ û. ÷. èÅÌÁÄÚÅ [12℄; ÍÙ ×ÙÒÁÖÁÅÍ ÅÍÕ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÚÁ ÜÔÏ É ÚÁ�ÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p == p8a, ËÏÔÏÒÙÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á ×ÎÕÌÅ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ ÅÇÏ ÓÕÍÍ æÕÒØÅ ÂÏÌØÛÅ 8a. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ Æ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ maxn |Sn(x; p)| > 8a �ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ (−Æ; Æ).ðÕÓÔØ l| ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p É N > 2l. ðÏÌÏÖÉÍ t1(x;N) = p(x) 
osNxÉ t2(x;N) = p(x) 
os 2Nx. ñÓÎÏ, ÞÔÏ t1 É t2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-ÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÓÀÄÕ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔÅÄÉÎÉ�Õ �Ï ÍÏÄÕÌÀ. îÏÓÉÔÅÌØ t1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [N − l; N + l℄,Á ÎÏÓÉÔÅÌØ t2 | × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [2N − l; 2N + l℄. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ
os x 
os y = (
os(x+y)+
os(x−y))=2 É sinx 
os y = (sin(x+y)+sin(x−y))=2:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ (−Æ; Æ) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×: maxm;n |Sm(x; t1) − Sn(x; t1)| > 4a ÉÌÉ maxm;n |Sm(x; t2)−
−Sn(x; t2)| > 4a. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ x ∈ (−Æ; Æ). îÁÊÄ£ÔÓÑ n 6 l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
|Sn(x; p)| > 8a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 
os y É 
os 2y�Ï ÍÏÄÕÌÀ > 1=2 (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ 
os 2y = 2 
os2 y − 1). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×: | 
osNx| > 1=2 ÉÌÉ | 
os 2Nx| >

> 1=2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ. óÕÍÍÁSN+n(x; t1)− SN−n−1(x; t1) ÞÌÅÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t1 Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ N − n ÄÏN +n × ÔÏÞËÅ x ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Sn(x; p) 
osNx É �ÏÔÏÍÕ �Ï ÍÏÄÕÌÀ > 8a=2 == 4a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ | 
os 2Nx| > 1=2.÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ 
1; : : : ; 
s ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�;�℄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÜÔÉÈ ÔÏÞÅË �ÏËÒÙ×ÁÌÉ ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË. ðÏÌÏÖÉÍ ri(x;N) = t1(x − 
i; N) Ér′i(x;N) = t2(x − 
i; N), 1 6 i 6 s. �ÏÇÄÁ ri É r′i | ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ [N − l; N + l℄ É [2N − l; 2N + l℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ [−�;�℄ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ i, 1 6 i 6 s, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌmaxm;n |Sm(x; ri)− Sn(x; ri)| É maxm;n |Sm(x; r′i)− Sn(x; r′i)| �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4a. üÔÏ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁ�Á É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Sn(x; ri) = Sn(x − 
i; t1),Sn(x; r′i) = Sn(x− 
i; t2).



28 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊðÕÓÔØ q(x) = s∏i=1(1 + (ri(x;Ni) + r′i(x;Ni))=2);ÇÄÅ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ N1; : : : ; Ns ÎÁÍ ÅÝ£ �ÒÅÄÓÔÏÉÔ �ÏÚÁÂÏÔÉÔØ-ÓÑ. �ÏÇÄÁ q | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. þÉÓÌÁN1; : : : ; Ns ×ÙÂÅÒÅÍ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ri(x;Ni)=2É r′i(x;Ni)=2 �ÓÏÄÅÒÖÁÌÉÓØ ÂÙ × q� × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕ-ÒØÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ Ni − l ÄÏ Ni + l Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ,ËÁË Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ri=2, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 2Ni − l ÄÏ 2Ni + l| ÔÁËÉÍÉ ÖÅ, ËÁË Õ r′i=2. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ N1; : : : ; Nk ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏri=2 É r′i=2, i = 1; : : : ; k, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉqk =∏ki=1(1+(ri+r′i)=2), �ÒÉÞÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ qk ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉ-ÎÉ�Å, Á ÅÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ [1; 2l℄ (ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ N1 > 3l).ðÕÓÔØ Mk | ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ qk. ÷ÙÂÉÒÁÅÍ Nk+1 > 2Mk + 2l. �ÏÇÄÁÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÌÉ ÎÁ qk, ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ É ÄÌÑ qk+1. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, qk+1 = qk(1 + (rk+1 + r′k+1)=2) = qk + rk+1=2 + r′k+1=2 + R,ÇÄÅ R = (qk − 1)(rk+1 + r′k+1)=2. ðÏÌÉÎÏÍÙ qk − 1 É rk+1 + r′k+1 ÎÅ ÉÍÅ-ÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÅ I1 = [2l + 1;Mk℄, ÎÏÓÉÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ | × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ I2 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×[Nk+1 − l; Nk+1 + l℄ É [2Nk+1 − l; 2Nk+1 + l℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁR ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å I2± I1 ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ m+nÉÌÉm−n, ÇÄÅm ∈ I2, n ∈ I1. ÷ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ Nk+1 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏI2 ± I1 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó [1;Mk℄, ÎÉ Ó I2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙqk, rk+1=2, r′k+1=2 É R ÉÍÅÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÉ É �Ï-ÔÏÍÕ �ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ� × Ó×ÏÅÊ ÓÕÍÍÅ qk+1. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ qk+1ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ri=2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × q, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑÓÕÍÍÁ Sm(x; ri=2)−Sn(x; ri=2) ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ri=2 ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ Sm(x; q) − Sn(x; q) ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁq, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ r′i. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÅËÏÔÏÒÁÑÓÕÍÍÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, maxn |Sn(x; q)| > a, ÔÁËÞÔÏ q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 29ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉìÅ× óÅÍ£ÎÏ×ÉÞ ðÏÎÔÒÑÇÉÎ (1908 { 1988) ×ÎÅÓ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ×ËÌÁÄ ×ÏÍÎÏÇÉÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÔÅÏÒÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÅ-ÏÒÉÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÔÅ-ÏÒÉÀ ÇÒÕ�� ìÉ, ÎÏ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, { × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÎÁÞÉÎÁÌ.ïÎ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÞÉÓÌÕ ×ÅÌÉËÉÈ ÒÕÓÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÏ× ÎÁÛÅÇÏ ×ÅËÁ.÷ ×ÏÚÒÁÓÔÅ 14 ÌÅÔ ÏÔ ×ÚÏÒ×Á×ÛÅÇÏÓÑ �ÒÉÍÕÓÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎ �ÏÔÅÒÑÌ ÚÒÅ-ÎÉÅ. ÷ 1925 ÇÏÄÕ ÏÎ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ × íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ É ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÕÞÅÎÉËÏÍ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á. ÷ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ ðÏÎÔÒÑÇÉÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ áÌÅËÓÁÎÄÅ-ÒÁ. ÷ ÓÂÏÒÎÉËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × óóóò ÚÁ 15 ÌÅÔ�, ÉÚÄÁÎÎÏÍ × 1932 ÇÏÄÕ,ðÏÎÔÒÑÇÉÎ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÂÙÌÏ ÔÏÇÄÁ 24 ÇÏÄÁ, Õ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ 23 ÒÁÚÁ (ÂÏÌØÛÅÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏ í. á. ìÁ×ÒÅÎÔØÅ× | 24 ÒÁÚÁ), É ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÅÇÏ ×ÙÄÁÀ-ÝÅÇÏÓÑ ×ËÌÁÄÁ × ÎÁÛÕ ÎÁÕËÕ ÕÖÅ ÎÁ ÚÁÒÅ ÅÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ.íÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÚÄÅÓØ Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎ-ÔÒÑÇÉÎÁ. ïÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ |ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��, Ï ÎÅÊ ÍÙ ÔÏÖÅ Õ�ÏÍÑÎÅÍ. ïÂÚÏÒ Ô×ÏÒÞÅ-ÓÔ×Á ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1℄. íÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÔÁËÖÅË ÏÂÚÏÒÕ ÓÁÍÏÇÏ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ �ï ÍÏÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ �Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ� (ÓÍ. [8℄).éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ öÏÒÄÁÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑËÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÁÑÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÅÏÒÅ-ÍÁ öÏÒÄÁÎÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ: ×ÓÑËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅÓÆÅÒÅ Sn−1, ÉÍÅÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÅÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á F1 É F2 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ,ÔÏ ÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÕÒ-ÓÉ×ÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ×ÅÓØÍÁ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ-ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ) É ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ.æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÏÂÝÅÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÕÓÔØ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÕÌØÍÅÒÎÁÑ �Å�Ø ×X (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ 0-�Å�Ø) | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × X, ËÁÖÄÏÊ



30 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁËÕÀ �Å�Ø ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ËÁËÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÔÏÞÅË ÉÚ X Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,1-�Å�Ø ÉÌÉ 2-�Å�Ø × X | ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×), �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ × X, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ 1-�Å�ÅÊ |ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × X, Á ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ 2-�Å�ÅÊ | ÜÔÏ Ó×Ï-ÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × X. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Y , | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁn1y1 + n2y2 + · · · + nsys, ni ∈ Z, yi ∈ Y .)çÒÁÎÉ�Á 1-�Å�É | ÜÔÏ 0-�Å�Ø, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÔÁË: ÇÒÁÎÉ�Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ (ÇÄÅ a É b | ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) | ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑÒÁÚÎÏÓÔØ b − a (�ËÏÎÅ� ÍÉÎÕÓ ÎÁÞÁÌÏ�), É ÇÒÁÎÉ�Á ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅÇÒÁÎÉ�. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÇÒÁÎÉ�Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ab
 | ÜÔÏ1-�Å�Ø [a; b℄+ [b; 
℄+ [
; a℄, Á ÇÒÁÎÉ�Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ 2-�Å�É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.1-�Å�Ø Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-�ÉËÌÏÍ. ðÒÉÍÅÒÏÍ 1-�ÉËÌÁÓÌÕÖÉÔ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ 1-�Å�Ø ×ÉÄÁ [a1; a2℄ + [a2; a3℄ ++· · ·+[an−1; an℄+[an; a1℄. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ 1-�ÉËÌÙ| ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÓÕÍÍÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.1-�Å�Ø ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ2-�Å�É. �ÁË ËÁË ÇÒÁÎÉ�Á ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1-�ÉËÌÏÍ, ÔÏ É ×ÓÑËÁÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ 1-�ÉËÌÏÍ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ÷ ÜÔÏÍÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ××ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù.÷ÓÑËÉÊ ÌÉ 1-�ÉËÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ? ïÔ×ÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X | ÜÔÏ ×ÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔØÉÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ �ÉËÌ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÒÏËÏÌÏÔÁÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p| ÔÏÞËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, X | ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ 
 × X, ÏÂÈÏÄÑÝÕÀ ×ÏËÒÕÇ p. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÛÅÊ ÌÏÍÁ-ÎÏÊ 
 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ p × Ó×ÏÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ 
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ × X. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.äÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ 1-�ÉËÌÕ z × XÍÏÖÎÏ ÓÏÏÔÎÅÓÔÉ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× �ÉËÌÁ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ p.éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÖÅÉÎÄÅËÓÏÍ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ 1-�ÉËÌÁ z É 0-�ÉËÌÁ p. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ðÕÓÔØ z = [a1; a2℄+ · · ·+[an; a1℄ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ × X.ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÌÕÞ ÉÚ p, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ a1; : : : ; an ÌÏÍÁÎÏÊ z,
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a1

a2

a3

a4

a5

a6 p + +−

òÉÓ. 1.É ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ Ó ÌÏÍÁÎÏÊ �ÒÉ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ ±1 �Ï ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÅÓÌÉ Ú×ÅÎÏ [ai; ai+1℄ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÕÞ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ÔÏÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÀÓ 1, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÍÉÎÕÓ 1.þÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ÌÏÍÁÎÏÊ z ×ÏËÒÕÇ p Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ �ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓÅÄÉÎÉ� �Ï ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÞÉÓÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÏÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÌÕÞÁ) É ÞÔÏÎÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÏÄ �ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÏ-ÒÏÔÏ×�. üÔÏ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1-�ÉËÌÁ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÑ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÒÁÎÉ�Á ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × X (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ p) ÄÅÌÁÅÔ 0 ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ p. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞÁÍÉ: ÌÕÞ, ÉÓÈÏ-ÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ó Ä×Õ-ÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ× ÌÀÂÁÑ 1-ÇÒÁÎÉ�Á× X ÄÅÌÁÅÔ 0 ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ p. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÏÍÁÎÁÑ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ p ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Á 1-�ÉËÌÁÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. çÒÕ��Á1-ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H1(X) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÈ1-�ÉËÌÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ Z1 | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á 1-�ÉËÌÏ×, Á B1 | ÇÒÕ�-�Á 1-ÇÒÁÎÉ�, ÔÏ H1 = H1(X) | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á Z1=B1. îÁÛÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù H1(X) ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ: ÎÅ ÓÒÁÚÕ×ÉÄÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ



32 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÇÒÕ�� ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÔÁ-ÎÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ: �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �Å�ÅÊ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ× X ÏÔÒÅÚËÉ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × X. çÒÕ��Ù �Å�ÅÊ �ÒÉ ÜÔÏÍÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅ-ÍÉ ÖÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.ðÕÓÔØ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÇÒÕ��Õ Ck ×ÓÅÈ k-�Å�ÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ËÁË Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ�-�Õ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ×ÓÅÍÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ k-ÍÅÒÎÙÍÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ, ÌÅ-ÖÁÝÉÍÉ × X (�ÒÉ k < 0 É k > n ÇÒÕ��Á Ck Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ). ëÁËÉ ÒÁÎØÛÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � : Ck → Ck−1, ÇÒÕ��Ùk-�ÉËÌo× Zk, ÇÒÕ��Ù k-ÇÒÁÎÉ� Bk É ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hk = Zk=Bk.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÍÅ-ÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅË-ÓÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ × ÚÁ-ÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÇÌÁÄ-ËÉÅ, ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ | ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ. çÒÕ�-�Ù �Å�ÅÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÎÏ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉÖÅ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (�ÅÒ×ÁÑÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). ðÕÓÔØ F1 É F2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÌÅÖÁÝÉÅ × Rn. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏ-ÇÉÊ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÒÕ��Ù Hk(Rn \ F1) É Hk(Rn \ F2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ �ÒÉÌÀÂÏÍ k.üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁäÖ. áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ (1888{1971), ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÉÍ × 1922 ÇÏÄÕ. áÌÅËÓÁÎÄÅÒ×ÍÅÓÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Á, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÍ, Á ×ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� Õ ÎÅÇÏ ÆÉÇÕ-ÒÉÒÏ×ÁÌÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ âÅÔÔÉ (ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ ÇÒÕ�� ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍ × Rn, ÍÏÖÎÏÓ×ÑÚÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ: ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏ�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ. üÔÉ ÇÒÕ��Ù ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ. çÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÅ × 30-Å ÇÏÄÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ É äÖ. áÌÅËÓÁÎÄÅÒÏÍ.



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 33üÔÉ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙÏÂÓÕÄÉÍ ÎÉÖÅ.÷ÓÑËÁÑ 0-�Å�Ø Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0-�ÉËÌÏÍ. ðÕÓÔØ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. 0-�Å�Ø ∑x∈X nxx Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÓÕÍ-ÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ∑x∈V nx �Ï ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÉÚ V ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. îÁÚÏ×ÅÍ0-�Å�Ø∑x∈X nxx �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ∑x∈X nx = 0. ðÕÓÔØ ~Z0 | ÇÒÕ��Á �ÒÉ-×ÅÄ£ÎÎÙÈ 0-�Å�ÅÊ. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ~H0(X) |ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á ~Z0=B0 ÇÒÕ��Ù �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ 0-�ÉËÌÏ× �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å0-ÇÒÁÎÉ�. åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ n ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÔÏ H0(X) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×ÁÇÒÕ��Á Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, Á ~H0(X) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á Ó n − 1ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.ðÒÉ k 6= 0 �ÏÌÁÇÁÅÍ ~Hk = Hk.äÁÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ �ÚÎÁÔÏËÏ×�; ÒÁÚß-ÑÓÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÙ ÄÁÄÉÍ �ÏÚÖÅ.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (×ÔÏ-ÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). ðÕÓÔØ F | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× Rn, G = Rn \ F | ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ~Hk(G) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Hn−k−1
 (F ).ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ �ÒÉ k = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÅÓÌÉ F |ËÏÍ�ÁËÔ, ÌÅÖÁÝÉÊ × Rn, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rn\F ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÂÏÌØÛÅ ÒÁÎÇÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Hn−1(F ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ FÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÇÒÕ��Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn−1(F ) ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å Z �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ÞÔÏ F ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ Rn ÎÁ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔ F ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ Rn (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ Ó×ÑÚÎÏÅÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á Hn−1(F ) ÎÕÌÅ×ÁÑ. íÏÖ-ÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï(Sn−1)F ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ F × (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕSn−1, ÎÁÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, Ó×ÑÚÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ-�ÁËÔ F ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ Rn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : F → Sn−1 ÎÅÌØÚÑ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g : F → Sn−1ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ �ÕÔÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Sn−1)F (ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×). åÓÌÉF ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ Rn, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÕÀ × Rn ÓÆÅÒÕ Ó �ÅÎÔÒÏÍ p, ÇÄÅ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rn \ F .ëÏÒÏÔËÉÊ �ÕÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÞÅÒÅÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ É ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ãÅ�ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ| ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��



34 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊCk É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× dk : Ck → Ck−1, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dk−1dk = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k.ðÕÓÔØ Zk = {x ∈ Ck : dkx = 0} | ÇÒÕ��Á �ÉËÌÏ× É Bk = dk+1(Ck+1) |ÇÒÕ��Á ÇÒÁÎÉ�. æÁËÔÏÒÇÒÕ��Á Hk = Zk=Bk | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ k ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÜÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ ÓÄÁÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏ�Å�ÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ.üÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É �Å�ÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, ÔÏÌØËÏ ÎÕÍÅÒÁ-�ÉÑ ÇÒÕ�� ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Æk ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÉÚ Ck ×Ck+1 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Æk+1Æk = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏËÏ�ÉËÌÁÈ, ËÏÇÒÁÎÉ�ÁÈ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÁ É ÆÁË-ÔÏÒËÏÍ�ÌÅËÓÁ. ðÕÓÔØ K | �Å�ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, K ′ | ÅÇÏ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ, K ′′ |ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒËÏÍ�ÌÅËÓ. �ÏÇÄÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× K, K ′ ÉK ′′ Ó×ÑÚÁÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
· · · → Hn+1(K ′′)→ Hn(K ′) → Hn(K)→ Hn(K ′′) → Hn−1(K ′) → : : : ;�ÒÉÞÅÍ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. (÷ ÏÄÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ �Ï �Ï×ÏÄÕÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓËÁÚÁÎÏ: �þÉÔÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ×Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÉ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ×ÓÅ ÄÅÔÁÌÉ ÄÏ ËÏÎ�Á�.) ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏ�Å�ÎÙÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏ-ÌÏÇÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
· · · → Hn−1(K ′′)→ Hn(K ′)→ Hn(K) → Hn(K ′′)→ Hn+1(K ′)→ : : : :ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ, ÓÌÅÄÕÑ [6℄, ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Hk
 (X)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. æÉËÓÉÒÕÅÍ k > 0. ðÕÓÔØ �k(X) | ÇÒÕ��Á ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ÉÚ Xk+1 × Z (ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ). îÏÓÉÔÅÌØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ∈ �k(X) | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ x ∈ X, ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x ÎÁÊÄÕÔÓÑ x0; : : : ; xk ∈ U Ó'(x0; : : : ; xk) 6= 0. ðÕÓÔØ �k
 (X) | ÇÒÕ��Á ×ÓÅÈ ' ∈ �k(X) Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, �k0(X) | ÇÒÕ��Á ×ÓÅÈ ' ∈ �k(X) Ó �ÕÓÔÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. æÁË-ÔÏÒÇÒÕ��Á Ck
 (X) = �kÓ (X)=�k0(X) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏ�Å�ÅÊÓ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ.ëÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Æk : �k(X) → �k+1(X) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ (Æk')(x0; : : : ; xk+1) = k+1∑i=0(−1)i'(x0; : : : ; x̂i; : : : ; xk+1);



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 35ÇÄÅ ËÒÙÛËÁ ^ ÎÁÄ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ' ∈ �1(X), ÔÏ Æ1' Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (Æ1')(a; b; 
) ='(b; 
)−'(a; 
)+'(a; b). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Æk ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌÉ É �ÏÔÏ-ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �k
 (X) × �k+1
 (X) É �k0(X) × �k+10 (X). ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÆÁË-ÔÏÒÇÒÕ��ÁÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� ËÏ�Å�ÅÊ Ck
 (X) → Ck+1
 (X),ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÞÅÒÅÚ Æk.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Æk+1Æk ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ: × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Æk+1Æk' ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÏÅ ×ÉÄÁ '(x0; : : : ; x̂i; : : : ; x̂j ; : : : ; xk+2) ×ÈÏÄÉÔ Ä×Á ÒÁÚÁ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÕ��Ù ËÏ�Å�ÅÊ Ck
 (X) ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÏÇÒÁÎÉÞ-ÎÙÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Æk ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏ�Å�ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ C∗
 (X). çÒÕ��ÙËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÕ��ÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.ðÕÓÔØ F | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X, G = X \F . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏ-�Å�ÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× C∗
 (X) → C∗
 (F ), ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ C∗
 (G) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÔÅ ÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ [6℄. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
· · · → Hn−1
 (F ) → Hn
 (G) → Hn
 (X) → Hn
 (F ) → Hn+1
 (G)→ : : : :ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÇÒÕ��Á Hk
 (Rn) ÎÕÌÅ×ÁÑ �ÒÉ k 6= n É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z �ÒÉ k = n. üÔÏ �ÒÏÓÔÏ,ÅÓÌÉ n = 0, Á ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ ÔÁË. ðÕÓÔØ X | ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, F | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ. éÚ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÛÁ-ÒÕ, ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ Hk
 (X) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k. �ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÁÒÙ (X;F ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÕÓËÉ ×ÉÄÁ0 → Hk
 (F ) → Hk+1
 (X \ F ) → 0:�ÁË ËÁË F ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn−1, Á X \ F ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏHk
 (Rn−1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Hk+1
 (Rn), ÔÁË ÞÔÏ ×Ó£ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÏÞËÉ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn, G = Rn \ F | ÅÇÏÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. �ÏÞÎÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒÙ (Rn; F )ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÕÓËÉ ×ÉÄÁHk
 (Rn)→ Hk
 (F ) → Hk+1
 (G) → Hk+1
 (Rn):ðÒÉ k 6= n; n−1 �Ï ËÒÁÑÍ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍHk
 (F ) ∼=Hk+1
 (G). îÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Rn) ÇÒÕ��Á ËÏ-ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hk
 (M) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn−k(M) (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ



36 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ [6, ÔÅÏÒÅÍÁ 11.2℄). úÄÅÓØ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ �ÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕ��ÙHk+1
 (G) É Hn−k−1(G) ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙ, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕHk
 (F ) ∼= Hn−k−1(G).ðÒÉ k = n− 1 ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ: ÉÚÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ0 → Hn−1
 (F ) → Hn
 (G)→ Hn
 (Rn) ∼= Z → Hn
 (F ) = 0É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Hn
 (G) ∼= H0(G) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ Hn−1
 (F ) ∼= ~H0(G).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ×Ù×ÅÌÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÉÚ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÕÞËÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� É ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏ-ÇÉÉ. üÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ, ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÏÊ × 50-ÅÇÏÄÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÇÒÁÀÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜÔÉÈÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. éÍÅÎÎÏ ÔÅÏÒÉÑ �ÕÞËÏ×, ×ËÌÀÞ£ÎÎÁÑ × ËÏÎÔÅËÓÔ ÏÂ-ÝÅÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÄÁ£Ô ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ �ÏÎÑ-ÔÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ï ÔÅÏÒÉÉ �ÕÞËÏ× ÍÏÖÎÏÕÚÎÁÔØ ÉÚ [3, 2℄. �ÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hk
 (M) ∼= Hn−k(M), ËÏÔÏÒÁÑÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÓÁÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÉÎÁ-ÞÅ: ×ÅÄØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÂÙÌÉ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ Ó�ÕÓÔÑ Ä×Á ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ �ÏÓÌÅ ÅÇÏÓÍÅÒÔÉ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ðÕÁÎËÁÒÅ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÌÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ âÅÔÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÕÞ-ËÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÏ × [2℄ É × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑÈ å. ç. óËÌÑÒÅÎËÏ Ë ÒÕÓÓËÉÍ �ÅÒÅ×ÏÄÁÍËÎÉÇ [6℄ É [2℄.îÁÛ �ÁÌÇÅÂÒÁÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ� �ÏÄÈÏÄ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÚÁ-ÔÕÛ£×Ù×ÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. íÅÖÄÕ ÔÅÍÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ~Hk(Rn \ F ) É Hn−k−1
 (F ) ÉÍÅÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÓ-ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ �ÉËÌÏ×�. ó�ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏ× ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ, ËÏÇÄÁ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ�ÏÎÑÔÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ× 1-�ÉËÌÁ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ (�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ) ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ k-É (n− k − 1)-�ÉËÌÁÍÉ × Rn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏÉÚ �ÉËÌÏ× Ó �Å�ØÀ, ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ �ÉËÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ� �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÍÉÓÑ k- É (n − k)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ �ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ±1 ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, Á × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �Å�ÅÊ ÎÁÄÏ �ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ.



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 37åÓÌÉ F | ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ �ÏÌÉÜÄÒ ( = ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÏ×) × Rn, ÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Ï FÇÒÕ��Õ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn−k−1(F ) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ÉÚ Hn−k−1(F ) × Z. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ~Hk(Rn \ F ) É Hn−k−1
 (F )ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ: ËÁÖÄÏÍÕ �ÉËÌÕ 
 ∈ ~Hk(Rn \ F )ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Hn−k−1(F ) → Z, ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÖÄÏÍÕ (n−
−k− 1)-�ÉËÌÕ ÎÁ F ÓÏÏÔÎÏÓÉÔ ÅÇÏ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó 
. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÊ �ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎ-ÔÒÑÇÉÎÁ� | ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈÇÒÕ��.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉ�Å, ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕ��Õ R=Z. üÔÏ | ËÏÍ-�ÁËÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G∗ ÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ G × T, ÎÁÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. �ÏÇÄÁ G∗ | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ-�ÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÄÌÑ G. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ G × G∗∗. �ÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ: (1) ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��; (2) �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ G Ë G∗ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÉÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ: ÇÒÕ��Á G∗ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÇÒÕ��Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ T, Á ÇÒÕ��Á R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ. ðÏÎÑÔÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ �Ï ðÏÎÔÒÑÇÉÎÕÇÒÕ��Ù �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó ÅÄÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ É�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ: × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ��ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕ-ÒØÅ� ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÅÒÙ ÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å G× ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G∗. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [7℄.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Õ,Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hk(F ), ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÇÒÕ��Õ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × T� ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁF . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÞÅÒÅÚ Hk(F;T). üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ�-�Ù Hk(F;T) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ��ÉËÌÁÍÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ�,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÁËÔÁ F . îÅ ×ÄÁ-×ÁÑÓØ × ÄÅÔÁÌÉ, ÕËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ �ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ� ÍÅÖÄÕ k-�ÉËÌÁÍÉ × Rn\F É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��ÙHn−k−1(F;T). üÔÏÔ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × T.



38 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÙ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ×ÙÛÅ �Å�ÑÍÉ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �Å�É É ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å A, Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ× A | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏ�Å�ÅÊ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × A.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (ÔÒÅÔØÑÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). ðÕÓÔØ F | ËÏÍ�ÁËÔ, ÌÅÖÁÝÉÊ × Rn, G = Rn \ F |ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A É �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÉÎÄÅËÓÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ~Hk(G;A) É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Hn−k−1(F;A∗) = (Hn−k−1(F;A))∗.íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÌÉ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÔØ Å£, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ 
 | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, 
| 1-�ÉËÌ× 
. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ 
 ÂÙ-ÌÏ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ × 
: ÅÓÌÉ p | ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ × X, ÔÏ 
 ÎÅÏÂÈÏÄÉÔ ×ÏËÒÕÇ p (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÁÅÔ 0 ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ p). üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÁË-ÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÏÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ É ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.ïÎ ×ÁÖÅÎ × ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ 
 ⊂ C Éf | ÆÕÎË�ÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ × 
. åÓÌÉ 1-�ÉËÌ 
 × 
 ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ p ∈ C \ 
 �ÉËÌ 
 ÎÅ ÏÂÈÏÄÉÔ ×ÏËÒÕÇ p, ÔÏ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÇÒÁÎÉ�ÅÊ× 
 É �ÏÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫
 f(z) dz ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï ÇÒÁÎÉ�ÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÅÌÉËÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × 
).ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ F | ËÏÍ�ÁËÔ × Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ sÓ×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ F1; : : : ; Fs, É �ÕÓÔØG = Rn\F | ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn−1(G) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á Ó s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.âÁÚÉÓ × Hn−1(G) ÏÂÒÁÚÕÀÔ (n− 1)-�ÉËÌÙ 
1; : : : ; 
s, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 
i ÏÂÈÏÄÉÔ1 ÒÁÚ ×ÏËÒÕÇ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ Fi É ÏÂÈÏÄÉÔ 0 ÒÁÚ ×ÏËÒÕÇ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚFj �ÒÉ j 6= i.ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ F | ÕÚÅÌ × R3, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.�ÏÇÄÁ 1-�ÉËÌ × R3 \ F ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó F . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 \ F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÌÏÖÎÏ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ,ËÌÁÓÓÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, �ÒÉÞÅÍ Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ-×ÁÔØ × ÄÒÕÇÕÀ.



ðÅÒ×ÙÅ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÅ ÌÁÕÒÅÁÔÙ . . . I. 39îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2 (ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ á. â. óÏÓÉÎÓËÏÇÏ) ÉÚÏÂÒÁ-ÖÅÎ ÕÚÅÌ F , 1-�ÉËÌ � × G = R3 \F , ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÓF , É 1-�ÉËÌ �, ÉÍÅÀÝÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó F . ãÉËÌ � ÎÅÌØÚÑ�ÒÁÓ�Å�ÉÔØ� Ó F , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÑÎÕÔØ × ÔÏÞËÕ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × G. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÉËÌ � ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ × G. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ�ÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × G �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S. òÁÚÂÉ× Å£ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ 2-�Å�Ø × G Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �. çÒÕ��Á H1(G) ∼= H1(F ) ∼= Z�ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ 1-�ÉËÌÏÍ �.ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ F | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R3, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊÓÆÅÒÅ. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H1(R3 \F ) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 \ F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ: ×ËÁÞÅÓÔ×Å F ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �ÒÏÇÁÔÕÀ ÓÆÅÒÕ� áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ(ÉÚ ÓÆÅÒÙ ×ÙÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÎÙÊ ÒÏÇ É ÎÁ ÎÅÍ ÚÁ×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÚÅÌËÏ×). îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÅÓÌÉ F | �ÒÏ-ÓÔÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ R2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ F × ÏÂÙÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÅÎÆÌÉÓÁ).
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40 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×, ÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ áÎÏÓÏ× ä. ÷., çÁÍËÒÅÌÉÄÚÅ ò. ÷., íÉÝÅÎËÏ å. æ., ðÏÓÔÎÉËÏ× í. í.ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÕÄÁÈ ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ // ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ. éÚ-ÂÒÁÎÎÙÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. �ÏÍ 1. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.í: îÁÕËÁ, 1988. ó. 10{26.[2℄ âÒÅÄÏÎ ç. �ÅÏÒÉÑ �ÕÞËÏ×. í.: íÉÒ, 1988.[3℄ çÏÄÅÍÁÎ ò. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ �ÕÞËÏ×. í.: éÚÄ-×ÏÉÎÏÓÔÒ. ÌÉÔ-ÒÙ, 1961.[4℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÍÅÈÁÎÉËÁ. í.:îÁÕËÁ, 1985.[5℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., æÏÍÉÎ ó. ÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ É ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: îÁÕËÁ, 1989.[6℄ íÁÓÓÉ õ. �ÅÏÒÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. í.: íÉÒ, 1981.[7℄ íÏÒÒÉÓ ó. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ É ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. í.: íÉÒ, 1980.[8℄ ðÏÎÔÒÑÇÉÎ ì. ó. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. �ÏÍ 1. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ. �Ï-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1988.[9℄ õíî. 1988. �. 43, ×Ù�. 6.[10℄ æÏÍÅÎËÏ á. �., æÕËÓ ä. â. ëÕÒÓ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. í.:îÁÕËÁ, 1989.[11℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× × ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÈ / �ÏÄ ÒÅÄ. á. î. ûÉÒÑÅ×Á. í.: îÁÕ-ËÁ, 1993.[12℄ èÅÌÁÄÚÅ û. ÷. ï ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÓÀÄÕ ÒÑÄÏ× æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓ-ÓÁ L�(L). �ÒÕÄÙ �ÂÉÌ. íÁÔ. éÎ-ÔÁ áî çóóò. 1989. �. 89. ó. 51{59.



41
òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×ëÁË ×Ó£ ÜÔÏ ÎÁÞÉÎÁÌÏÓØ?ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÅÒ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÂÙÌÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ×ìÅÎÉÎÇÒÁÄÅ × 1934 ÇÏÄÕ. å£ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÌÉ É �ÒÏ×ÅÌÉ âÏÒÉÓ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞäÅÌÏÎÅ É çÒÉÇÏÒÉÊ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÛÉÓÁÎËÔ-�ÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÅ ËÏÌÌÅÇÉ ÎÁ�ÉÛÕÔ ÉÓÔÏÒÉÀ Ó×ÏÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×. á ÚÄÅÓØ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏÏ �ÅÒ×ÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ1), ÓÏÓÔÏÑ×ÛÉÈÓÑ × íÏÓË×Å.ðÏÍÉÍÏ ÌÉÞÎÙÈ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ, Ñ ÂÕÄÕ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ �ÒÅÌÉËÔÏ×ÙÍ� ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ | ÎÅÂÏÌØ-ÛÏÊ ÂÒÏÛÀÒÏÊ ò. î. âÏÎÞËÏ×ÓËÏÇÏ �íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄÙ 1935 É 1936 ÇÇ.�òÅÄÁË�ÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� ÓÏÞÌÁ Ó×ÏÉÍÄÏÌÇÏÍ �ÏÍÅÓÔÉÔØ �ÏÒÔÒÅÔ ò. î. âÏÎÞËÏ×ÓËÏÇÏ É ÄÁÔØ ËÒÁÔËÕÀ Ó�ÒÁ×-ËÕ Ï ÎÅÍ ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (ÓÍ. �íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÅÅ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÅ É ÉÓÔÏÒÉÑ. í.:çé��ì, 1957).é ÍÙ, ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÑ Ó×Ï£ ÉÚÄÁÎÉÅ, ËÁË �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ É �ÅÒ×ÏÊ, É ×ÔÏ-ÒÏÊ ÓÅÒÉÊ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�, ÈÏÔÉÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÁ�ÏÍÎÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ ÎÁÛÅÇÏ ÓÂÏÒÎÉËÁ Ï ÓÕÄØÂÅ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ ÉÉÚÄÁÔÅÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ.òÏÓÔÉÓÌÁ× îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ âÏÎÞËÏ×ÓËÉÊ (1905 { 1942) | Ó�ÏÓÏÂÎÙÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉË É ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÊ �Ï�ÕÌÑÒÉÚÁÔÏÒ | ÂÙÌ ÉÎÉ�ÉÁÔÏÒÏÍ ÓÏÚÄÁÎÉÑ�ÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ ÄÏ×ÏÅÎÎÙÈ ÓÂÏÒÎÉËÏ× �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. üÔÉÓÂÏÒÎÉËÉ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÄÁ×ÁÔØÓÑ × 1934 ÇÏÄÕ (×ÓÅÇÏ ×ÙÛÌÏ 13 ÓÂÏÒÎÉËÏ×), ÉòÏÓÔÉÓÌÁ× îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ÂÙÌ ÉÈ ÂÅÓÓÍÅÎÎÙÍ ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ. ó ÎÁÞÁÌÏÍ ×ÏÊÎÙÉÚÄÁÎÉÅ ÓÂÏÒÎÉËÏ× �ÒÅËÒÁÔÉÌÏÓØ. òÏÓÔÉÓÌÁ× îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ �ÏÇÉÂ ×Ï ×ÒÅÍÑóÔÁÌÉÎÇÒÁÄÓËÏÊ ÂÉÔ×Ù.1)äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÀÄÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ�, �ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÉÊ� É Ô. �.,ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(41{51)



42 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÉÔÁÔ ÉÚ ÂÒÏÛÀÒÙ âÏÎÞËÏ×ÓËÏÇÏ. ïÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓ-ÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï Ï ÚÁÒÏÖÄÅÎÉÉ ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ× íÏÓË×Å, ÎÏ É ËÁË ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÄÏËÕÍÅÎÔ. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÂÕÄÅÍ ËÏÅ-ÞÔÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ.�ðÅÒ×ÁÑ ÍÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ 1935 Ç., | �ÉÛÅÔò. H. âÏÎÞËÏ×ÓËÉÊ, | ÂÙÌÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ �Ï ÉÎÉ�ÉÁÔÉ×Å íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á îÁÒËÏÍ�ÒÏÓÏÍ, íÏÓËÏ×ÓËÉÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÍÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏÍ É ÛËÏÌØÎÙÍ ÏÔÄÅÌÏÍ çïòïîï2).��÷ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÊ ËÏÍÉÔÅÔ ×ÏÛÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ×ÉÄÎÙÅ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÅ �ÒÏ-ÆÅÓÓÏÒÁ É �ÅÄÁÇÏÇÉ: �ÒÏÆ. ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× (�ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ËÏÍÉÔÅ-ÔÁ), ÄÉÒÅËÔÏÒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ �ÒÏÆ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×,ÄÉÒÅËÔÏÒ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ �ÒÏÆ. á. ó. âÕÔÑÇÉÎ, �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ, ó. ì. óÏÂÏÌÅ×, ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉË, î. á. çÌÁÇÏÌÅ×,ó. á. ñÎÏ×ÓËÁÑ, ì. á. �ÕÍÁÒËÉÎ, á. ç. ëÕÒÏÛ, á. ò. üÊÇÅÓ, î. æ. þÅ-Ô×ÅÒÕÈÉÎ, å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ. . . �é ÚÄÅÓØ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ. ÷ÏÚÇÌÁ×ÌÑÅÔ Ó�ÉÓÏË ðÁ×ÅÌ óÅÒ-ÇÅÅ×ÉÞ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× (1896 { 1982) | ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇ, ÇÌÁ×Á ÍÏÓËÏ×-ÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ, �ÒÅÚÉÄÅÎÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÏÂÝÅÓÔ×Á. áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× (1903 { 1987) | ÏÄÉÎ ÉÚ ËÒÕ�-ÎÅÊÛÉÈ ÕÞ£ÎÙÈ ÎÁÛÅÇÏ ×ÅËÁ; × ÔÅ ÇÏÄÙ �ÒÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ, É ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÂÙÌ ÅÇÏ ÄÉÒÅË-ÔÏÒÏÍ Ó 1932 ÇÏÄÁ. ìÅ× çÅÎÒÉÈÏ×ÉÞ ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ, óÅÒÇÅÊ ìØ×Ï×ÉÞ óÏ-ÂÏÌÅ×, ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ìÀÓÔÅÒÎÉË, îÉÌ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ çÌÁÇÏÌÅ×, óÏ-ÆØÑ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÎÁ ñÎÏ×ÓËÁÑ, ìÅ× áÂÒÁÍÏ×ÉÞ �ÕÍÁÒËÉÎ (× ÔÕ �ÏÒÕ ÄÅ-ËÁÎ ÍÅÈÍÁÔÁ), áÌÅËÓÁÎÄÒ çÅÎÎÁÄÉÅ×ÉÞ ëÕÒÏÛ | ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÏÆÅÓ-ÓÏÒÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.îÉËÏÌÁÊ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ þÅÔ×ÅÒÕÈÉÎ | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒ, �ÒÏÆÅÓÓÏÒ ðÅÄÁ-ÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ. áÌÅËÓÁÎÄÒ òÏÍÁÎÏ×ÉÞ üÊÇÅÓ | ÛËÏÌØÎÙÊ ÕÞÉ-ÔÅÌØ (ÇÉÍÎÁÚÉÞÅÓËÉÊ ÕÞÉÔÅÌØ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á), åÌÉÚÁ×ÅÔÁ óÁ×ÅÌØÅ×ÎÁâÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÅÄÁÇÏÇ, Á×ÔÏÒ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÄÌÑ ÛËÏÌ. óÅÊÞÁÓ ÎÉ-ËÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÕÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ.ðÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÉÔÁÔÕ. �÷ ËÏÎ�Å ÆÅ×ÒÁÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÊ ËÏÍÉÔÅÔ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÉÌ �ÅÞÁÔÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÛËÏÌØÎÉËÁÍ É Ó�ÉÓËÉ ÚÁÄÁÞ, �ÒÅÄÎÁ-ÚÎÁÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ Ë ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑÍ. 〈· · · 〉 îÁ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏÔÕÒÁ (�ÒÏÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÅ 30 ÍÁÒÔÁ) �ÒÉÛÌÏ 314 ÞÅÌÏ×ÅË.ðÏ ÍÙÓÌÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÍÉÔÅÔÁ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÔÕÒÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ�ÒÏÉÚÏÊÔÉ ÏÔÓÅ× ÌÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ Ñ×ÎÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÕ, �ÏÜÔÏ-2)ó�ÒÁ×ËÁ: �ÏÓÌÅ 1917 ÇÏÄÁ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÎÅ ÉÚ ÍÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×, Á îÁÒÏÄ-ÎÙÈ ËÏÍÉÓÓÁÒÉÁÔÏ×; îÁÒÏÄÎÙÊ ËÏÍÉÓÓÁÒÉÁÔ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ | îÁÒËÏÍ�ÒÏÓ.çïòïîï | ÇÏÒÏÄÓËÏÊ ÏÔÄÅÌ ÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.



òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ 43ÍÕ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÕÒÁ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÂÙÌÉ ÂÌÉÚËÉ Ë ÛËÏÌØÎÙÍÚÁÄÁÞÁÍ. éÚ 314 ÞÅÌÏ×ÅË ÌÉÛØ 131 ÕÓ�ÅÛÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÌÉ ÒÁÂÏÔÕ É ÂÙÌÉ ÄÏ-�ÕÝÅÎÙ Ë ÕÞÁÓÔÉÀ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÔÕÒÅ.íÅÖÄÕ �ÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÔÕÒÏÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÁ ÕÓÉÌÅÎÎÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁË ÒÅÛÁÀÝÉÍ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑÍ; ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ �ÏÍÏÝØ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ ËÏÎÓÕÌØÔÁ�ÉÑÈ, �ÒÏÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÈ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ × Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÅ ÄÎÉ É ÞÁÓÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÂÙÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÙÌÅË�ÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÉÍÅÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉÉÄÅÑÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. �ÁËÉÈ ÌÅË�ÉÊ ÂÙÌÏ �ÒÏÞÉÔÁÎÏ �ÑÔØ:�ÒÏÆ. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÙÍ | �âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�, �ÒÏÆ. ëÏÌÍÏ-ÇÏÒÏ×ÙÍ | �óÉÍÍÅÔÒÉÑ É ÇÒÕ��Ù�, �ÒÏÆ. ëÕÒÏÛÅÍ | �ïÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ�, �ÒÏÆ. çÌÁÇÏÌÅ×ÙÍ | �ìÏÇÉËÁ É ÆÏÒÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ� É�ÒÏÆ. ñÎÏ×ÓËÏÊ �íÅÔÏÄ �ÏÌÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ�. îÁËÏÎÅ�, ËÏÍÉÔÅÔ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ-×ÁÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ �ÏÓÅÝÁÔØ ÓÏÂÒÁÎÉÑ ûËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ �ÒÉ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË.〈· · · 〉 âÌÁÇÏÄÁÒÑ ×ÓÅÊ ÜÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉÍÅÒÏ�ÒÉÑÔÉÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ �ÏÔÅÒÑÌÁ ÞÅÒÔÙ ÞÉÓÔÏ Ó�ÏÒÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑÉ �ÒÉÏÂÒÅÌÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ É ×ÏÓ�ÉÔÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.îÁ ×ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ, �ÒÏÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÊ 6 ÉÀÎÑ Ñ×ÉÌÏÓØ 120 ÞÅÌÏ-×ÅË. éÚ ÎÉÈ 52 ÕÓ�ÅÛÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÌÉ ÚÁÄÁÎÉÑ.�ðÒÅÒ×ÅÍ ÎÁ ËÏÒÏÔËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÏ �Ï×ÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. íÙ ×ÉÄÉÍ, ËÁË × ÏÄ-ÎÏÞÁÓØÅ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÙ �ÒÉÎ�É�Ù, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÔÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÌÉÓØ ÎÁ�ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ, Á ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ, Õ�ÒÏÞÉ×ÛÉÓØ, ÄÏÛÌÉ ÄÏÎÁÛÉÈ ÄÎÅÊ. âÏÌØÛÏÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÏËÌÁÄÏ×. ïÎÁÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÛÉÒÏËÉÊ Ó�ÅËÔÒ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÁÌ-ÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÌÏÇÉËÁ), ËÏÔÏÒÙÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÌÉÚËÉ É �ÏÎÑÔ-ÎÙ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÓ×ÅÔÉÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÓÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÇ | ÉÚÍÅÎÉÔØÈÁÒÁËÔÅÒ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÒÕÖËÁ, ÜÔÏ É �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ, ÎÉÖÅ ÍÙ ÒÁÓ-ÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÜÔÏÍ.á ×ÏÔ ËÁËÏ× ÂÙÌ ÓÏÓÔÁ× ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÅÒ×ÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. �÷ ÏÌÉÍ�ÉÁ-ÄÅ �ÒÉÎÑÌÏ ÕÞÁÓÔÉÅ 314 ÞÅÌÏ×ÅË, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ 227 ÛËÏÌØÎÉËÏ×, 65 ÒÁÂÆÁ-ËÏ×�Å×; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÕÞÁÝÉÅÓÑ ËÕÒÓÏ× �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ × ×ÕÚ, ÛËÏÌ ×ÚÒÏÓÌÙÈÉ Ô.Ä. óÒÅÄÎÉÊ ×ÏÚÒÁÓÔ | 18,2 ÌÅÔ. ä×Á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÀÎÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÉÍÅ-ÌÉ �Ï 14 ÌÅÔ; ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÖÉÌÏÊ | 29 ÌÅÔ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÉÍÅÌÁ 16 { 20ÌÅÔ. íÁÌØÞÉËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï; ÄÅ×ÏÞÅË ÂÙÌÏ ÌÉÛØ69 ÞÅÌÏ×ÅË.�÷ÓÅÍ ÉÍ �ÒÅÄÓÔÏÑÌÉ ÂÏÌØÛÉÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ × ÖÉÚÎÉ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ |1937 ÇÏÄ É ÷ÏÊÎÁ. þÔÏ ÓÔÁÌÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÍÁÌØÞÉËÁÍÉ É ÄÅ×ÏÞËÁÍÉ? ëÁË �Ï-×ÌÉÑÌÏ ÎÁ ÉÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÕÀ ÖÉÚÎØ ÕÞÁÓÔÉÅ × ËÒÕÖËÁÈ É ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ? íÙÒÁÓÓËÁÖÅÍ É ÏÂ ÜÔÏÍ, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÕÔØ �ÏÆÉÌÏÓÏÆÓÔ×ÕÅÍ.



44 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ?ïÔ×ÌÅÞÅÍÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ É ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ: Á ÚÁÞÅÍ ×Ó£ ÜÔÏ? ËÏÍÕ ×Ó£ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ? îÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ×ÉÄ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ, �ÏÒÁÚÍÙÛÌÑÅÍ . . .ðÏÓÌÕÛÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ �ÉÓÁÌ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ËÏÍÉÔÅÔÁ�ÅÒ×ÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× × �ÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ Ë ÂÒÏÛÀÒÅ âÏÎÞËÏ×-ÓËÏÇÏ:�÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óóóò ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÍÅÓÔ
〈· · · 〉 üÔÏ �ÅÒ×ÏËÌÁÓÓÎÏÅ ÍÉÒÏ×ÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÎÁÕËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÚÁ×ÏÅ×ÁÎÉÊ ïËÔÑÂÒØÓËÏÊ ÓÏ�ÉÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÅ-×ÏÌÀ�ÉÉ, 〈· · · 〉 ÒÕÓÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÁÒÓËÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ ÎÅ ÍÏÇ-ÌÁ �ÏÄÎÑÔØÓÑ ÄÏ ×ÙÓÏÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÒÕËÏ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÍÉÒÏ×ÏÊ ÎÁÕ-ËÉ.�úÁÔÒÏÎÕÔÙÊ ÚÄÅÓØ ×Ï�ÒÏÓ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ ÕÄÅ-ÌÉÔØ ÅÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ. ÷ÙÓËÁÚÁÎÎÁÑ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÙÍ ÍÙÓÌØ (ÏÔÏÍ, ÞÔÏ �ÎÅ ÍÏÇÌÁ�) ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÏÔ-ÒÉ�ÁÎÉÅÍ.îÅÓÏÍÎÅÎÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÅÎÏÍÅÎ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÛËÏÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔØ ÌÅÔ ×ÓÔÁÌÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ(Á ÎÅ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÍÅÓÔ). é �ÒÉÞÉÎ ÔÏÍÕ ÂÙÌÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ. óÒÅÄÉÎÉÈ ÅÓÔØ �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ. îÁÄÏ ÎÁ�ÏÍÎÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÔÅ ÇÏÄÙ ÆÁÛÉÚÍÒÁÚÇÒÏÍÉÌ É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÎÉÞÔÏÖÉÌ ÎÅÍÅ�ËÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÛËÏÌÕ.÷ÅÒÎÏ É ÔÏ, ÞÔÏ ÒÅ×ÏÌÀ�ÉÑ ÏÔËÒÙÌÁ ÄÏÓÔÕ� Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÄÌÑ ÛÉÒÏ-ËÉÈ ÓÌÏ£× ÏÂÝÅÓÔ×Á É ÎÁÓÔÕ�ÉÌÁ �ÏÒÁ ×ÓÅÏÂÝÅÊ ÇÒÁÍÏÔÎÏÓÔÉ É ÔÑÇÉ ËËÕÌØÔÕÒÅ. âÙÌÉ �ÒÉÞÉÎÙ ËÁË ÂÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÍÅÎÁ �ÏËÏÌÅ-ÎÉÊ ×Ï ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÅ. áÍÅÒÉËÁÎÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÔÏÇÄÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÉÒÁÌÁ ÏÂÏÒÏÔÙ (× �ÏÓÌÅ×ÏÅÎÎÙÅ ÇÏÄÙ ÁÍÅÒÉËÁÎ�Ù �Ï-ÓÔÅ�ÅÎÎÏ �ÒÅ×ÚÏÛÌÉ ÎÁÓ, Á ÆÒÁÎ�ÕÚÙ ÂÙÌÉ ËÁË ÂÙ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÈ; Á ÓÅÇÏÄÎÑÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ×ÏÏÂÝÅ ×ÙÛÌÁ ÉÚ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÒÁÍÏË). îÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÉÞÉÎ ×ÎÅÚÁ�ÎÏÇÏ ×ÚÌÅÔÁ ÓÏ-×ÅÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÉÛÅÔ áÌÅËÓÁÎ-ÄÒÏ×) ÂÙÌÉ ÇÌÕÂÏËÉÅ ËÏÒÎÉ ÒÕÓÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ÓÆÏÒÍÉÒÏ×Á×ÛÅÊÓÑ × ÕÓÌÏ-×ÉÑÈ �ÒÅÓÌÏ×ÕÔÏÇÏ ��ÁÒÓËÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ�. ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÕÞ£ÎÙÅ, ÓÏÓÔÁ×É×ÛÉÅÓÌÁ×Õ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ë 1935 ÇÏÄÕ, �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÅËÒÁÓÎÏÅ ×ÏÓ�É-ÔÁÎÉÅ × ÉÎÔÅÌÌÉÇÅÎÔÎÏÊ ÓÒÅÄÅ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × �ÅÒ×ÏËÌÁÓÓÎÙÈ ÄÏÒÅ×Ï-ÌÀ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÉÍÎÁÚÉÑÈ. úÁÔÅÍ ÏÎÉ ÕÞÉÌÉÓØ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ | íÏÓËÏ×-ÓËÏÍ, ðÅÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÍ, ëÉÅ×ÓËÏÍ, ëÁÚÁÎÓËÏÍ, îÏ×ÏÒÏÓÓÉÊÓËÏÍ (ÇÄÅ ×ÅÌÉ�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÅ ìÑ�ÕÎÏ×, íÁÒËÏ×, óÔÅËÌÏ×, çÀÎÔÅÒ, åÇÏÒÏ×, ìÕÚÉÎ, çÒÁ×Å,ûÁÔÕÎÏ×ÓËÉÊ É ÄÒÕÇÉÅ), ÎÁÈÏÄÑÓØ × ÏËÒÕÖÅÎÉÉ ÓÁÍÏÇÏ �ÅÒÅÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏÑÒÕÓÓËÏÊ ÉÎÔÅÌÌÉÇÅÎ�ÉÉ. é ÎÁÉÂÏÌÅÅ ËÒÁÓÎÏÒÅÞÉ×ÙÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Á ÓËÁ-



òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ 45ÚÁÎÎÏÍÕ | ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ðÁ×ÌÁ óÅÒÇÅÅ×ÉÞÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ Ó×ÙÛÅÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ Ó�ÕÓÔÑ; ÉÚ ÎÉÈ ×ÉÄÎÏ, ËÁË �Ï×ÅÚÌÏ ÅÍÕ ÒÏÄÉÔØÓÑ �× ÕÓÌÏ×ÉÑÈ�ÁÒÓËÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ�. îÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÜÔÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÔÅ-ÍÕ.áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× ÄÁÌÅÅ �ÉÛÅÔ:�ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÂÏÔÁ Ï ÂÕÄÕÝÅÍ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÎÁÕËÉ, ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÁÒÏ×ÁÎÉÅ 〈· · · 〉 ÎÅ ÚÁÔÅÒÑÌÏÓØ ÚÒÑ. ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ�ÏÄÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÔÁÌÁÎÔÏ× ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÏ �ÏÌÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, �ÏÌÎÁÑ É ×ÓÅÓÔÏ-ÒÏÎÎÑÑ �ÏÍÏÝØ É �ÏÄÄÅÒÖËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏ×ÅÔÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á É ×ÓÅÇÏÓÏ�ÉÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÙ.� é ÄÁÌÅÅ: �ïÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅÄÅÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÛÅÊ �ÏÍÏÝÉ ÓÁÍÙÍ ÍÏÌÏÄÙÍ ÄÁÒÏ×ÁÎÉÑÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ, Ô. Å. ÛÉÒÏËÏÇÏ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑ, ÛÉÒÏËÏÇÏ ÓÏ�ÉÁÌÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÏÄÁÒ£ÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉ É ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ. üÔÏ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÓÔÁ×ÉÔØÌÕÞÛÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÅÂÑ ÕÖÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÂÕ-ÄÕÝÉÍÉ ÕÞ£ÎÙÍÉ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÕËÒÅ�ÉÔØ ÉÈ ×ÅÒÕ × ÓÅÂÑ, ÚÁÖÅÞØ ÉÈ ÎÁÕÞ-ÎÙÊ ÜÎÔÕÚÉÁÚÍ É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ �ÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÛØÄÌÉÎÎÙÊ �ÕÔØ Õ�ÏÒÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÉ×ÅÄ£Ô ÉÈ Ë �ÅÌÉ, Ë ÕÞÁÓÔÉÀ × ËÁÞÅÓÔ×ÅË×ÁÌÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÂÏÌØÛÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÈÕÞ£ÎÙÈ × ÔÏÊ ÇÒÏÍÁÄÎÏÊ ÓÔÒÏÊËÅ ÓÏ�ÉÁÌÉÚÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÌÁÓØ × ÎÁ-ÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ.�é ÓÎÏ×Á �ÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÔÅÍ. �ÏÍÕ, × ËÁËÏÊ ÍÅÒÅÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÂÙÌÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÁ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÏÍÏÝØ É �ÏÄÄÅÒÖËÁ ËÁ-ÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ �ÏÄÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÔÁÌÁÎÔÏ×�, ÍÙ ÕÄÅÌÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ËÏÇÄÁËÏÓÎÅÍÓÑ ÓÕÄØÂÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× É �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÎÅÓËÏÌØËÏÓÌÏ× Ï ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÌÉÞÎÏÓÔÉ É ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á. ï �ÏÌØÚÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ.é ÏÂ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ.. . . ïËÏÌÏ ÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ, ×Ï ×ÒÅÍÑ ÍÏÉÈ �ÂÌÕÖÄÁÎÉÊ ÓÒÅÄÉ �×Å-ÔÕÝÅÊ ÞÅÒÅÍÕÈÉ �Ï úÁÏÎÅÖØÀ� Ó ÍÏÉÍ ÕÞÉÔÅÌÅÍ áÎÄÒÅÅÍ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÅÍëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ (�ÉÔÁÔÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÍÕ) ËÁË-ÔÏ ÚÁÛÌÁ ÒÅÞØ Ï ÔÏÍ, ÎÁËÁËÉÈ �ÒÉÎ�É�ÁÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÁÚÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï. é áÎÄÒÅÊîÉËÏÌÁÅ×ÉÞ �ÒÏÉÚÎÅÓ ÓÌÏ×Á, Ë ËÏÔÏÒÙÍ Ñ ÎÅ ÂÙÌ ÔÏÇÄÁ �ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎ: �äÏÌ-ÖÅÎ ÓÏÂÌÀÄÁÔØÓÑ �ÒÉÎ�É� ó×ÏÂÏÄÙ�. (é ÎÁÍ ÏÂÏÉÍ ÂÙÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ×ÒÅÍÑ �ÒÉ ÎÁÛÅÊ ÖÉÚÎÉ ÎÅ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ).óÅÊÞÁÓ Ñ ÓËÌÏÎÅÎ ÔÏÌËÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÔÁË: ÏÂÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØÓ×ÏÂÏÄÎÙ | É ÌÉÞÎÏÓÔØ, É ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï | ÎÏ É ÔÏÔ, É ÄÒÕÇÏÅ ÄÏÌÖÎÙÉÍÅÔØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÒÕÇ �ÅÒÅÄ ÄÒÕÇÏÍ. ìÉÞÎÏÓÔØ ÄÏÌÖ-ÎÁ Õ×ÁÖÁÔØ úÁËÏÎÙ (ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ËÁË ÓÏÚÄÁÔØ ÒÁÚÕÍÎÕÀ ÚÁËÏÎÏÄÁ-ÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ), ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÔØ ÌÉÞÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ,



46 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×ÏÂÏÇÁÝÅÎÉÀ ÌÉÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÙ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ; ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ,ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÓÏÂÏ �ÏÏÝÒÑÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏ ÔÅÈ, ËÔÏ ÅÍÕ ÓÌÕÖÉÔ (ÞÉÎÏ×ÎÉ-ÞÅÓÔ×Ï, �ÏÌÉ�ÉÀ, ÁÒÍÉÀ É Ô. �.). îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÞÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ�ÒÁ×Ï �îÉËÏÍÕ/ïÔÞ£ÔÁ ÎÅ ÄÁ×ÁÔØ 〈· · · 〉/ÄÌÑ ×ÌÁÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÉ×ÒÅÉ/îÅ ÇÎÕÔØÎÉ ÓÏ×ÅÓÔÉ, ÎÉ �ÏÍÙÓÌÏ×, ÎÉ ÛÅÉ� É Ô. Ä., É ÜÔÉ �ÒÁ×Á ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÁÒÁÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÒÁÚÕÍÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÏÍ. (îÏ É ÌÉÞÎÏÓÔØ, �ÎÅ ÇÎÕÝÁÑÛÅÉ�, ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÓÅÔÏ×ÁÔØ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï Å£ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ×ÏÚÎÁÇÒÁÖÄÁÅÔ.)�ÁË ÞÔÏ ÓÌÕÖÅÎÉÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Õ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÂÒÏ×ÏÌØÎÙÍ, É ÏÎÏ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÌØÀ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÌØÀ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÅÌØÀ ×ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÏÚÖÉÇÁÎÉÅ ÏÇÎÑ (× ÄÕÛÁÈ) ×Ï ÉÍÑ �ÒÏ�×ÅÔÁÎÉÑ ËÕÌØÔÕÒÙ É ×ÓÅÇÏ ÞÅÌÏ-×ÅÞÅÓÔ×Á × �ÅÌÏÍ.þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ Ó�ÏÒÔÉ×ÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ (ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏÎÁÚ×ÁÎÏ �ÓÏ�ÉÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅÍ�), ÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÏÇÏ-×ÏÒËÉ.äÏ×ÏÌØÎÏ Ó�ÏÒÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÑ �ÒÅÊÔÉÎÇÏ×ÁÎÉÑ� (ÏÞÅÎØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-Î£ÎÎÁÑ ÎÙÎÅ), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË �ÏÌÕÞÁÅÔ ÔÁÌÏÎ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÎÏÍÅÒÏÍ,É ÏÔÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÔÁÌÏÎÕ. é ×ÏÏÂÝÅ ÞÅÌÏ×ÅË × ÒÁÚÕÍÎÏÍÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ × �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÅÍÕ �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÏ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÓÅÂÑ × ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÊ ÂÏÒØÂÅ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÁÉ Ó×ÏÂÏÄÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÎÁ Ó×Ï-ÂÏÄÏÍÙÓÌÉÅ É Ô. �. ÄÏÌÖÎÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ËÏÎËÕÒÓÏ×. é �ÏÔÏÍÕ�Ó×ÏÉÍ ÕÓ�ÅÈÁÍ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÄÏ×ÁÔØÓÑ É ÄÁÖÅ ÇÏÒÄÉÔØÓÑÉÍÉ. îÅÕÄÁÞÉ ÖÅ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÏÇÏÒÞÁÔØ�,| ÔÁË�ÉÓÁÌ áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×.äÁÌÅÅ ÏÎ �ÉÛÅÔ: �äÌÑ ÕÓ�ÅÈÁ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÅ ÔÉ�Ù ÏÄÁÒ£ÎÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙ ÄÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÏÊÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. õÖÅ ÓÁÍÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÒÏËÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÍÎÏÇÉÈ ÄÅÌÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÅÓ�ÏÍÏÝ-ÎÙÍÉ. îÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÔÁËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÙ ÌÉÛØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ É Ó�ÏËÏÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÙÛ-ÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ. íÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÒÏÂÌÅÍ ÂÙÌÏÒÅÛÅÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÏ×ÅÔÓËÉÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÏÍ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÙÍ.� éÄÁÌÅÅ | ÓÌÕÛÁÊÔÅ! �îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ðÁ×ÅÌ óÅÒÇÅÅ×ÉÞ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× ÇÏ×ÏÒÉÌ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ÅÇÏ ÀÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ, ÏÎ,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÓÑ ÂÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ: ÅÇÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ × ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÅ Ñ×ÉÌÉÓØ ÎÅ �ÌÏÄÏÍ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÁÉÔÏÇÏÍ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ É ÕÇÌÕÂÌ£ÎÎÏÇÏ ÓÏÚÅÒ�ÁÎÉÑ�. ðÒÅËÒÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÏ!îÏ ×ÏÔ ÔÅ ÎÁ! ÷ÄÒÕÇ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÉÍÎ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ×ÏÓ�ÅÌ ÞÅÌÏ-



òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ 47×ÅË, ËÏÔÏÒÏÍÕ �Ï×ÅÚÌÏ ÒÏÄÉÔØÓÑ �ÒÉ �ÒÅÓÌÏ×ÕÔÏÍ �ÁÒÓËÏÍ ÒÅÖÉÍÅ, ËÏÇÄÁÔÁËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ ÎÅ ÂÙÌÏ.îÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÓÓÁ ÌÀÄÅÊ, ËÏÔÏÒÙÍ �Ï×ÅÚÌÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄÙ ÂÙÌÉ!ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÖÅ, ËÁË ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÉÊ ÏÇÏÎØ ÏÓ×ÅÝÁÌ ÖÉÚÎØ �ÅÒ×ÙÍ �ÏÂÅ-ÄÉÔÅÌÑÍ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ.ðÏÂÅÄÉÔÅÌÉ É ÉÈ ÓÕÄØÂÙëÔÏ ÖÅ ÂÙÌÉ ÏÎÉ | �ÏÂÅÄÉÔÅÌÉ É ÉÎÙÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ �ÅÒ×ÙÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ?ëÁË ÓÌÏÖÉÌÉÓØ ÉÈ ÓÕÄØÂÙ?óÎÏ×Á �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×Ï âÏÎÞËÏ×ÓËÏÍÕ.�ðÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ ÂÙÌÉ �ÒÉÚÎÁÎÙ:1) ú×ÅÒÅ× éÇÏÒØ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ (24 ÛËÏÌÁ äÚÅÒÖÉÎÓËÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ).2) ëÏÒÏÂÏ× îÉËÏÌÁÊ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ (24 ÛËÏÌÁ âÁÕÍÁÎÓËÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ).3) íÙÛËÉÓ áÎÎÁ ÷ÅÎÉÁÍÉÎÏ×ÎÁ (10 ÛËÏÌÁ ëÒÁÓÎÏ�ÒÅÓÎÅÎÓËÏÇÏ ÒÁÊÏ-ÎÁ).÷ÓÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ �ÒÅÍÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÉÂÌÉÏÔÅÞ-ËÁÍÉ�.. . . ÷ÓÅ ÏÎÉ �ÏÓÔÕ�ÉÌÉ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ. ú×ÅÒÅ× É ëÏÒÏÂÏ× �ÏÔÏÍ ×ÓÀ ÖÉÚÎØÒÁÂÏÔÁÌÉ É ÎÙÎÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÁ ÒÏÄÎÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ. áÎÑ íÙÛËÉÓ ÚÁËÏÎ-ÞÉÌÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔ, �ÏÔÏÍ | ÆÒÏÎÔ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ Ó×ÑÚÉÓÔËÏÊ. ó ÆÒÏÎÔÁ ÏÎÁÎÅ ×ÅÒÎÕÌÁÓØ.éÚ �ÑÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË, ÌÁÕÒÅÁÔÏ× ×ÔÏÒÏÊ �ÒÅÍÉÉ, ÌÉÛØ �äÖÅÍÓ-ìÅ×É àÒÉÊå×ÇÅÎØÅ×ÉÞ (35 ÛËÏÌÁ ëÒÁÓÎÏ�ÒÅÓÎÅÎÓËÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ)� �ÅÞÁÔÁÌ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ïÎ ÔÏÖÅ ÂÙÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ×ÏÊÎÙ, ÂÙÌ ÔÑÖÅÌÏÒÁÎÅÎ, ÒÁÂÏÔÁÌ × ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ �ÅÎÔÒÅ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË. é ÅÝ£ (ÎÅ ÎÁ-Ú×ÁÎÎÙÊ × ÏÂÝÅÍ Ó�ÉÓËÅ, ÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÓÔÒ. 59 ËÁË Á×ÔÏÒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ É ÌÁÕÒÅÁÔ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÅÍÉÉ) é. í. ëÉÒËÏ �ÏÓÔÕ�ÉÌ ÎÁ ÆÉÚÆÁË,ÓÔÁÌ ÆÉÚÉËÏÍ, �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ, ÄÏËÔÏÒÏÍ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË.÷Ó�ÏÍÎÉÍ: �îÁËÏÎÅ�, ËÏÍÉÔÅÔ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ�ÏÓÅÝÁÔØ ÓÏÂÒÁÎÉÑ ûËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ. . . �ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕ ÆÒÁÚÕ ÏÔÒÙ×ËÏÍ ÉÚ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ ñËÏ×Á òÁÆÁÉÌÏ×ÉÞÁâÅÒÍÁÎÁ | �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ, ÄÏËÔÏÒÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, Ä×ÏÀÒÏÄÎÏÇÏ ÂÒÁÔÁâÏÒÉÓÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÁ ûÁÂÁÔÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÓÔÁÒÏÓÔÏÊ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÖËÁ;âÏÒÑ ûÁÂÁÔ �ÒÉ×Ì£Ë Ó×ÏÅÇÏ Ä×ÏÀÒÏÄÎÏÇÏ ÂÒÁÔÁ Ë ÕÞÁÓÔÉÀ × ËÒÕÖËÅ).�ðÏÔÏÍ �ÒÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÉÍ. óÔÅËÌÏ×Á ÂÙÌ ÓÏÚÄÁÎ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÒÕÖÏË ÄÌÑ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 9-10 ËÌÁÓÓÏ× (ÔÏÇÄÁÜÔÏÔ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ 〈· · · 〉 ÎÁ âÏÌØÛÏÊ ëÁÌÕÖÓËÏÊ ÕÌÉ�Å, ÎÅÄÁÌÅ-ËÏ ÏÔ ÔÅ�ÅÒÅÛÎÅÊ ÕÌÉ�Ù ÁËÁÄÅÍÉËÁ ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ). 〈· · · 〉 íÙ ÅÚÄÉÌÉ ×



48 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×óÔÅËÌÏ×ËÕ × ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÝÅ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÎÉ (6-Å, 12-Å, 18-Å, 24-Å É30-Å ËÁÖÄÏÇÏ ÍÅÓÑ�Á)3). �ÁÍ ÍÙ ÓÌÕÛÁÌÉ É â. î. äÅÌÏÎÅ, É ì. á. ìÀÓÔÅÒ-ÎÉËÁ, É ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ. á ÄÕÛÏÊ, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ ËÒÕÖËÁ ÂÙÌ Ä×ÁÄ�Á-ÔÉÄ×ÕÈÌÅÔÎÉÊ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÅÈÍÁ-ÔÁ íçõ é. í. çÅÌØÆÁÎÄ. óÒÅÄÉ ËÒÕÖËÏ×�Å× �ÒÏÍÅÌØËÎÕÌÉ à. çÅÒÍÅÊÅÒ,á. âÒÕÄÎÏ, î. íÏÉÓÅÅ×, ï. óÏÒÏËÉÎ, î. ëÏÒÏÂÏ×, ÓÔÁ×ÛÉÅ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ,ËÁË É âÏÒÉÓ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ ÍÅÈÍÁÔÁ.�. . . ÷Ó�ÏÍÉÎÁÅÔ áÎÁÔÏÌÉÊ äÍÉÔÒÉÅ×ÉÞíÙÛËÉÓ (ÏÎ ÔÏÖÅ ÂÙÌ ÕÞÁÓÔÎÉ-ËÏÍ ËÒÕÖËÁ): �çÅÌØÆÁÎÄ Ó�ÒÏÓÉÌ, ËÔÏ ÞÅÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ. íÎÏÇÉÅ ÏÔ×ÅÔÉÌÉ,ÞÔÏ ÒÅÛÁÀÔ �ÒÏÂÌÅÍÕ æÅÒÍÁ. çÅÌØÆÁÎÄ ÂÙÌ �ÏÌÏÎ ÉÒÏÎÉÉ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×Ï-ÄÕ. á �ÏÔÏÍ ÏÎ ÓÔÁÌ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏ ÍÎÏÇÏÅ, ÄÁÖÅ �ÒÏ ÌÏÇÉËÕ, ÒÁÚÄÁ×ÁÌÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ËÎÉÖËÉ. . . � á ÚÁÔÅÍ �ÏÛÌÉ ÌÅË�ÉÉ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ, ëÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×Á, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÎÑÔÎÙÅ, ÎÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÞÅÇÏ-ÔÏ ×ÅÌÉËÏÇÏ.é ×ÏÚÖÅÇÓÑ ÏÇÏÎØ. îÁ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ.þÔÏ ÖÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ Ó ÎÉÍÉ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ?áÌÅËÓÁÎÄÒ ìØ×Ï×ÉÞ âÒÕÄÎÏ | ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,�ÒÏÆÅÓÓÏÒ, ÒÁÂÏÔÁÌ × éÎÓÔÉÔÕÔÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ,�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌ × �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ; àÒÉÊ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ çÅÒÍÅÊÅÒ(1918 { 1975) | ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, �ÒÏÆÅÓÓÏÒ, ÒÁ-ÂÏÔÁ×ÛÉÊ × ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ �ÅÎÔÒÅ áî óóóò, ÚÁ×ÅÄÏ×ÁÌ ËÁÆÅÄÒÏÊ ÎÁÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ íçõ; îÉËÉÔÁîÉËÏÌÁÅ×ÉÞ íÏÉÓÅÅ× | ÁËÁÄÅÍÉË òáî, ÏÎ ÂÙÌ ÚÁÍÄÉÒÅËÔÏÒÁ ÷ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ áî óóóò, �ÅÒ×ÙÍ ÄÅËÁÎÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ É�ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ íæ�é; ïÌÅÇ óÏÒÏËÉÎ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÞÉÔÁÌÉ ÏÞÅÎØÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÍ, �ÏÇÉÂ ÎÁ ÆÒÏÎÔÅ; Ï ëÏÒÏÂÏ×Å ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ; ÅÝ£ Õ�Ï-ÍÉÎÁÌÓÑ âÏÒÉÓ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ ûÁÂÁÔ (1917-1987) | ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÏÎ ÓÔÁÌ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ.ëÁËÏÊ ÓÒÅÚ ÎÁÛÅÊ ÉÓÔÏÒÉÉ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓË×ÏÚØ ÓÕÄØÂÙ ÜÔÉÈ ÌÀ-ÄÅÊ!÷ÏÔ ×ÉÄÉÔÓÑ ÍÎÅ áÌÅËÓÁÎÄÒ ìØ×Ï×ÉÞ âÒÕÄÎÏ, ÏÄÉÎÏËÏ ÓÉÄÑÝÉÊ ÎÁ ÂÅ-ÒÅÇÕ óÒÅÄÉÚÅÍÎÏÇÏ ÍÏÒÑ. íÎÅ �ÅÒÅÄÁÌÉ ÅÇÏ ÛÕÔËÕ: �úÄÅÓØ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÁÔÒ£È ÑÚÙËÁÈ: É×ÒÉÔÅ, ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ É ÒÕÓÓËÏÍ. ëÁË ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÎÑÔØ,ÞÔÏ ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �Ï-ÒÕÓÓËÉ!�îÁÞÁÌÏ ÖÉÚÎÉ î. î. íÏÉÓÅÅ×Á ÂÙÌÏ ÔÒÁÇÉÞÅÓËÉÍ. ëÁË Ä×ÏÒÑÎÉÎ, ÏÎÂÙÌ ÉÚÇÏÅÍ. ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ× ÅÇÏ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ ÔÁË É ÎÁÚ×ÁÎÁ �éÚÇÏÊ�. ïÎÓÄÁÌ ÜËÚÁÍÅÎÙ, ÎÏ ÅÇÏ ÎÅ �ÒÉÎÑÌÉ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ. ÷Ï ×ÒÅÍÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ËÜËÚÁÍÅÎÁÍ, ÄÒÕÚØÑ | íÏÉÓÅÅ× É çÅÒÍÅÊÅÒ | �ÏÍÏÇÁÌÉ ÍÁÌØÞÉËÕ ÉÚ ÂÅÌÏ-3)÷ ËÏÎ�Å Ä×ÁÄ�ÁÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÂÙÌÉ ÏÔÍÅÎÅÎÙ ÄÎÉ ÎÅÄÅÌÉ; ÉÈ ××ÅÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ �ÁÍÑÔÉÁ×ÔÏÒÁ ÓÔÁÔØÉ, É ÄÅÄÕÛËÁ Ó ÂÁÂÕÛËÏÊ, ×ÏÓ�ÉÔÙ×Á×ÛÉÅ ÍÅÎÑ, ÚÁÔÒÕÄÎÉÌÉÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØÍÎÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÏ×Ï �×ÏÓËÒÅÓÅÎØÅ�.



òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ 49ÒÕÓÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎËÉ óÅÍÅÎÕ ûÁ�ÉÒÏ. ïÎ �ÏÌÕÞÉÌ ÍÎÏÇÏ ÔÒÏÅË, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÏ ÂÙÌ ÚÁÞÉÓÌÅÎ. üÔÏ �ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÀÎÏÛÅ ÎÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ,É ÏÎ �ÏÔÁÝÉÌ íÏÉÓÅÅ×Á ÎÁ �ÒÉÅÍ Ë ÚÁÍÅÓÔÉÔÅÌÀ ÄÅËÁÎÁ É ÎÁÞÁÌ ÇÒÏÍËÏ ÉÔÅÍ�ÅÒÁÍÅÎÔÎÏ ×ÏÚÍÕÝÁÔØÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÎÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØÀ. úÁÍ. ÄÅËÁÎÁÅÇÏ �ÒÅÒ×ÁÌ: �þÅÇÏ ÷Ù ÈÏÔÉÔÅ, íÏÉÓÅÅ×? ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÓÅÂÑ É ÎÁ ÎÅ-ÇÏ (ÏÎ �ÁÌØ�ÅÍ �ÏËÁÚÁÌ ÎÁ óÅÍÅÎÁ) É �ÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÏÇÏ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ×ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ÒÁÂÏÞÅ-ËÒÅÓÔØÑÎÓËÏÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï?� üÔÏ ÂÙÌ ÏÔËÁÚ.íÏÉÓÅÅ× ËÏÌÅÂÁÌÓÑ, ÎÅ ÓÔÁÔØ ÌÉ ÅÍÕ ÔÒÅÎÅÒÏÍ �Ï ÌÙÖÁÍ (ÏÎ ÂÙÌ �ÅÒ×Ï-ËÌÁÓÓÎÙÍ ÌÙÖÎÉËÏÍ). ÷ÓÀ ÚÉÍÕ ÔÒÅÎÉÒÏ×ÁÌÓÑ. ÷ÅÓÎÏÊ �ÒÉÛ£Ì ÎÁ×ÅÓÔÉÔØÓ×ÏÉÈ ÔÏ×ÁÒÉÝÅÊ �Ï ËÒÕÖËÕ. ÷ÓÔÒÅÔÉÌ çÅÌØÆÁÎÄÁ. �ÏÔ Ó�ÒÏÓÉÌ: �þÔÏ-ÔÏÑ ÷ÁÓ ÎÅ ×ÉÖÕ, íÏÉÓÅÅ×. ëÁË ÷Ù ÓÄÁÌÉ ÓÅÓÓÉÀ?� �ñ ÎÅ ÂÙÌ �ÒÉÎÑÔ ÎÁÍÅÈÍÁÔ�, É ÏÎ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ Ó×ÏÀ ÉÓÔÏÒÉÀ. çÅÌØÆÁÎÄ ÏÔ×£Ì ÀÎÏÛÕ Ë ÄÅËÁÎÕ| ì. á. �ÕÍÁÒËÉÎÕ, É ÓËÁÚÁÌ: �ðÒÉÍÉÔÅ ÅÇÏ, ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÈÕÖÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏÓÔÕÄÅÎÔÁ�. é íÏÉÓÅÅ× ÂÙÌ �ÒÉÎÑÔ.. . . þÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ çÅÌØÆÁÎÄ É íÏÉÓÅÅ× ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÁÌÉ ÁËÁÄÅ-ÍÉËÁÍÉ, É ÎÁ ÂÁÎËÅÔÅ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÍ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÙÔÉÀ, ×Ó�ÏÍÉÎÁÌÉ ÄÁ×ÎÉÊÜ�ÉÚÏÄ | �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ.ðÏÔÏÍ ÂÙÌÁ ÷ÏÊÎÁ. (îÉËÉÔÁ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ �ÉÛÅÔ: �ó×ÏÀ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ�ÏÌÎÏ�ÅÎÎÏÓÔØ Ñ ×�ÅÒ×ÙÅ ÎÁÞÁÌ ÏÝÕÝÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÒÅÍÑ ×ÏÊÎÙ�.) úÁÔÅÍ| ÄÏÌÇÁÑ É �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÁÑ ÖÉÚÎØ. îÁÞÉÎÁÑ Ó Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÅÍÕÂÙÌÁ ÏËÁÚÁÎÁ ��ÏÌÎÁÑ É ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÏÄÄÅÒÖËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏ×ÅÔÓËÏÇÏÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á�.(á ÚÁÔÅÍ ÎÁÓÔÕ�ÉÌÁ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ, É ��ÏÄÄÅÒÖËÁ� �ÒÅËÒÁÔÉÌÁÓØ.)âÏÒÉÓ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ ûÁÂÁÔ �ÏÛ£Ì × Ï�ÏÌÞÅÎÉÅ ÂÅÚ ÎÏÇÉ, ÎÁ �ÒÏÔÅ-ÚÅ! þÕÄÏÍ ÏÓÔÁÌÓÑ ÖÉ×. ðÏÔÏÍ × ÅÇÏ ÖÉÚÎÉ ÂÙÌÏ ÍÎÏÇÏ É �ÒÅËÒÁÓÎÙÈ, ÉÎÅÌÅÇËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×. é ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏÝÕÝÁÌÁÓØ ��ÏÄÄÅÒÖËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÇÏ-ÓÕÄÁÒÓÔ×Á�, ÂÙ×ÁÌÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. îÏ ÄÏÂÒÙÅ ÌÀÄÉ ÏÂÙÞÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÒÑ-ÄÏÍ, É ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÄÏÌÅ×ÁÌÉÓØ. (á ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÉÍÅÎÎÏâÏÒÉÓ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ ÂÙÌ ÜÔÉÍ �ÄÏÂÒÙÍ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ�.)îÏ Õ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÁÌØÞÉËÏ×, ÔÅÈ ËÔÏ ÎÅ �ÏÇÉÂ × ÷ÏÊÎÕ, ÂÙÌÏ ÔÏ, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ Õ ÎÉÈ ÏÔÎÑÔØ: ÓÞÁÓÔØÅ ÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ÌÕÞÛÅÍ × ÍÉÒÅ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ É ÌÀÂÉÍÁÑ �ÒÏÆÅÓÓÉÑ. é ÜÔÏÍÕ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÏÎÉÏÂÑÚÁÎÙ ËÒÕÖËÕ É ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ.ðÒÏÄÏÌÖÉÍ.÷ÓËÏÒÅ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎ ËÒÕÖÏË × íçõ. ðÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÅÍ ÂÀÒÏ ËÒÕÖËÁ1935/36 ÇÏÄÁ ÂÙÌ íÁÒË çÌÅÚÅÒÍÁÎ. �ÏÇÄÁ ÏÎ ÂÙÌ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ 2 ËÕÒÓÁ. ðÏ-ÔÏÍ ÓÔÁÌ ÕÞÅÎÉËÏÍ ìØ×Á óÅÍ£ÎÏ×ÉÞÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ. îÁ�ÉÓÁÌ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÓÏÓ×ÏÉÍ ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÕÀ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÓÔÁÔØÀ × �õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË� (Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÕÀ



50 ÷. í. �ÉÈÏÍÉpÏ×�ÏÓÌÅ ×ÏÊÎÙ). íÁÒË �ÏÛ£Ì × Ï�ÏÌÞÅÎÉÅ. ðÏ�ÁÌ × �ÌÅÎ. åÓÔØ Ó×ÉÄÅÔÅÌØ-ÓÔ×Ï, ÞÔÏ �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ Ë ÂÅÇÓÔ×Õ ÏÎ ÂÙÌ ÓÈ×ÁÞÅÎ É �Ï×ÅÛÅÎ.ëÁË �ÉÛÕÔ × Ó×ÏÅÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ �ûËÏÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊËÒÕÖÏË �ÒÉ íçõ É ÍÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ�4) ÷ÌÁÄÉÍÉÒçÒÉÇÏÒØÅ×ÉÞ âÏÌÔÑÎÓËÉÊ É éÓÁÁË íÏÉÓÅÅ×ÉÞ ñÇÌÏÍ (ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, �Ï-ÂÅÄÉÔÅÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÛÅÓÔÏÊ É ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ), �ÒÅÛÉÔÅÌØÎÁÑ�ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÒÁÂÏÔÙ ËÒÕÖËÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÉÍÅÎÅÍ ÓÔÕÄÅÎÔÁ íçõ äÏÄÉËÁûËÌÑÒÓËÏÇÏ, ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÂÌÅÓÔÑÝÅÇÏ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ, ÒÕ-ËÏ×ÏÄÉ×ÛÅÇÏ ÒÁÂÏÔÏÊ ËÒÕÖËÏ× × 1938-1941 ÇÏÄÁÈ.�ûËÌÑÒÓËÉÊ �ÏÌÕÞÉÌ �ÅÒ×ÕÀ �ÒÅÍÉÀ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ. ðÏÓÔÕ�ÉÌÎÁ ÍÅÈÍÁÔ. ÷ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ ×Ù�ÏÌÎÉÌ Ä×Å ÒÁÂÏÔÙ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÅ ÁÎÁ-ÌÉÚÕ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ × 1944{45 ÇÏÄÁÈ. úÁËÏÎÞÉÌ ÍÅÈÍÁÔ ×1941 ÇÏÄÕ. õÛ£Ì ÎÁ ÆÒÏÎÔ. �ÒÁÇÉÞÅÓËÉ �ÏÇÉÂ (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × �ïÂÝÅÊÇÁÚÅÔÅ�, �18(197) ÏÔ 8{14 ÍÁÑ 1997 ÇÏÄÁ).äÒÕÚØÑ ×Ó�ÏÍÉÎÁÀÔ, ÞÔÏ ûËÌÑÒÓËÉÊ ÂÙÌ ÆÁÎÁÔÉÞÎÏ �ÒÅÄÁÎ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÅ. ïÎ ÍÏÇ ÂÅÚ ËÏÎ�Á ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÅÊ. ïÞÅÎØ ÌÀÂÉÌ ×ÏÚÉÔØÓÑ ÓÏ ÛËÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ. ïÎ ÉÚÍÅÎÉÌ ÓÔÉÌØ ÒÁÂÏÔÙ ËÒÕÖËÏ×. úÁÍÅÎÉÌ ÄÏËÌÁÄÙ ÛËÏÌØÎÉ-ËÏ× ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ. ó ÔÅÈ �ÏÒ ÔÁË É �Ï×ÅÌÏÓØ. �Å�ÅÒØ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁËÒÕÖËÏ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÙ É ÄÁÖÅ ÒÁÂÏÔÙ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ ÓÔÁÌÁÄÏÍÉÎÉÒÕÀÝÅÊ.�äÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ,| �ÉÛÕÔ âÏÌÔÑÎÓËÉÊ É ñÇÌÏÍ, | ÂÙÌÉ�ÒÏ×ÅÒÅÎÙ �ÒÑÍÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ. ÷ 1937/38 ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ ûËÌÑÒÓËÉÊ�ÒÏ×ÏÄÉÌ × Ó×ÏÅÊ ÓÅË�ÉÉ ÚÁÎÑÔÉÑ �Ï Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÈÅÍÅ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑËÁË ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÅË�ÉÉ ÒÁÂÏÔÁÌÉ �Ï-ÓÔÁÒÉÎËÅ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉ×ÁÑÓØ ÄÏËÌÁÄÁÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅ×ÚÏÛ£Ì ×ÓÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ: ÎÁIV ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ (1938 ÇÏÄ) ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅË�ÉÉ ûËÌÑÒÓËÏÇÏ ÕÎÅÓÌÉ �ÏÌÏ×ÉÎÕ×ÓÅÈ �ÒÅÍÉÊ (12 ÉÚ 24), × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ×ÓÅ 4 �ÅÒ×ÙÅ �ÒÅÍÉÉ! 〈· · · 〉 ÷ ÞÉÓÌÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ûËÌÑÒÓËÏÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊÓÅË�ÉÊ, ËÁË á. ó. ëÒÏÎÒÏÄ, å. â. äÙÎËÉÎ, É ×ÏÓ�ÉÔÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÒÁÄÉ�ÉÑÈËÒÕÖËÁ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ É á. á. ëÉÒÉÌÌÏ×Á.�ó ÉÍÅÎÅÍ å×ÇÅÎÉÑ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÁ äÙÎËÉÎÁ ÔÏÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ �ÅÌÁÑ Ü�ÏÈÁ× ÉÓÔÏÒÉÉ ÛËÏÌØÎÙÈ ËÒÕÖËÏ× É ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ.äÙÎËÉÎÓËÉÅ ÛËÏÌØÎÙÅ ËÒÕÖËÉ �ÌÁ×ÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÌÉ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÅ ÓÅ-ÍÉÎÁÒÙ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÏ×. (óÒÅÄÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ 1952 ÇÏ-Äa ÂÙÌ É Á×ÔÏÒ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË.) íÎÏÇÉÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÜÔÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ÓÔÁÎÏ×É-ÌÉÓØ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ å×ÇÅÎÉÑ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÁ, ÚÁÔÅÍ | ËÒÕ�ÎÙÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ-ÍÉ.4)ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × ËÎÉÇÅ �óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ� / óÏÓÔ. á. á. ìÅ-ÍÁÎ. í.:ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1965.



òÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ 51óÁÍ äÙÎËÉÎ �ÏÓÔÕ�ÉÌ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ × 1940 ÇÏÄÕ. ïÔÅ� ÅÇÏ ÂÙÌ ÒÅ�ÒÅÓ-ÓÉÒÏ×ÁÎ É �ÏÇÉÂ × çõìáçÅ, É å×ÇÅÎÉÊ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏÓ×ÏÅ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ ÏÎ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌ, ËÁË ÞÕÄÏ (ÄÅÔÅÊ Ó ÔÁËÉÍÉÁÎËÅÔÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÂÒÁÌÉ). ïÎ ÂÙÓÔÒÏ �ÒÏÑ×ÉÌ Ó×ÏÀ Ô×ÏÒÞÅ-ÓËÕÀ ÎÅÚÁÕÒÑÄÎÏÓÔØ, É ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ��ÏÄÒÁÓÔÁÀÝÅÍÕ ÔÁÌÁÎÔÕ ÂÙÌÏÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÏ �ÏÌÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, �ÏÌÎÁÑ É ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÏÍÏÝØ É �ÏÄÄÅÒÖ-ËÁ�, ÎÏ ÎÅ �ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏ×ÅÔÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á É ×ÓÅÇÏ ÓÏ�ÉÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÙ�, Á ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÞÅÎØ ÄÏÂÒÏÇÏ É ÏÔÚÙ×ÞÉ×ÏÇÏÞÅÌÏ×ÅËÁ | óÏÆØÉ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÎÙ ñÎÏ×ÓËÏÊ. á �ÏÔÏÍ | áÎÄÒÅÑ îÉ-ËÏÌÁÅ×ÉÞÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ å. â. äÙÎËÉÎ ÓÔÁÌ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍÍÅÈÍÁÔÁ íçõ, ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ (× Ä×ÕÈ ×ÅÓØÍÁ ÒÁÚÎÏÒÏÄÎÙÈÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ), ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÍÂÏÌØÛÏÊ É �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ. ïÄÎÁËÏ × 1968 ÇÏÄÕÏÎ ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÂÙÌ ÕÊÔÉ ÉÚ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ÷ 1976 ÇÏÄÕ å×ÇÅ-ÎÉÊ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ ÜÍÉÇÒÉÒÕÅÔ × óûá. ó 1977 ÇÏÄÁ ÏÎ | �ÒÏÆÅÓÓÏÒ ëÏÒ-ÎÅÌØÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÞÌÅÎ áÍÅÒÉËÁÎÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË É ÉÓËÕÓÓÔ× ÉîÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óûá.. . . îÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ ÏÎ �ÒÉÅÈÁÌ × íÏÓË×Õ. ïÎ �ÒÉÇÌÁÓÉÌ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ Ó×ÏÉÈ ÂÙ×ÛÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ËÒÕÖËÏ× Ë ÓÅÂÅ × ÇÏÓÔÉÎÉ�Õ | �ÏÏÂ-ÝÁÔØÓÑ. ïÎ �ÒÉÂÙÌ × ÇÏÓÔÉÎÉ�Õ Ó ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÍÕÕÓÔÒÏÉÌÉ ÅÇÏ ÂÙ×ÛÉÅ ËÏÌÌÅÇÉ É ÕÞÅÎÉËÉ. ÷ ÔÏÔ ×ÅÞÅÒ ÏÎ ÂÙÌ ÏËÒÙÌ£ÎÎÙÍÉ �ÒÅÉÓ�ÏÌÎÅÎÎÙÍ ÒÁÄÏÓÔÉ. ïÎ Õ×Ì£Ë ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÓÓËÁÚÏÍ Ï ÓÔÁÒÉÎÎÏÊÚÁÄÁÞÅ (�Ï ÒÁÚÂÏÒÞÉ×ÏÊ ÎÅ×ÅÓÔÅ�, Ñ ÓÌÙÛÁÌ Ï ÎÅÊ ÏÔ ÎÅÇÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÛÅ-ÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ×). óÕÄÑ �Ï ×ÓÅÍÕ, ÛËÏÌØÎÉËÉ ÓÌÕÛÁÌÉ ÅÇÏ Ó Õ�ÏÅÎÉÅÍ, ÓÇÏÒÑÝÉÍÉ ÇÌÁÚÁÍÉ, ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ, × ÄÁÌÅËÉÅ ÇÏÄÙ.. . . ÷ áÍÅÒÉËÅ å. â. äÙÎËÉÎ ÄÏÓÔÉÇ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏÇÏ: ÄÏÌÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÆÅÓ-ÓÏÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÄÕÝÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×, ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÉÈ Ú×ÁÎÉÊ, �ÏÌÕÞÉÌËÁÆÅÄÒÕ, ÒÁÎÅÅ ÚÁÎÉÍÁÅÍÕÀ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÉËÏ× ÎÁ-ÛÅÇÏ ×ÅËÁ (éÔÏ). ïÎ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎ, �ÒÉÏÂÒÅÌ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÏÍ. îÏÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ Ï ÒÁÚÂÏÒÞÉ×ÏÊ ÎÅ×ÅÓÔÅ × áÍÅÒÉËÅ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØ-ÎÏ: ÔÁËÉÈ ÛËÏÌØÎÙÈ ËÒÕÖËÏ× É ÏÌÉÍ�ÉÁÄ, ËÁË × òÏÓÓÉÉ, × áÍÅÒÉËÅ ÎÅÔ.é ËÁËÁÑ-ÔÏ ÞÁÓÔØ ÄÕÛÉ å×ÇÅÎÉÑ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÔÁÍ ÎÅ×ÏÓÔÒÅÂÏ-×ÁÎÎÏÊ.âÕÄÅÍ ÖÅ ÇÏÒÄÉÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÏÄÉÌÏÓØ 63 ÇÏÄÁ ÎÁÚÁÄ É �ÅÓÔÏ×ÁÌÏÓØÍÎÏÇÉÍÉ �ÏËÏÌÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× | ÎÁÛÉÍÉ ÛËÏÌØÎÙÍÉ ËÒÕÖËÁÍÉ ÉÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÍÉ.ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÏÌÉÍ�ÉÊ�ÁÍ ÔÒÉÄ�ÁÔÙÈÇÏÄÏ×: ñ. ò. âÅÒÍÁÎÕ, ì. é. çÏÌÏ×ÉÎÏÊ, î. í. ëÏÒÏÂÏ×Õ, á. ä. íÙÛËÉÓÕÉ ð. î. ðÁ�ÕÛÕ, �ÏÄÅÌÉ×ÛÉÍÉÓÑ ÓÏ ÍÎÏÊ Ó×ÏÉÍÉ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÍÉ.



�ÅÍÁ ÎÏÍÅÒÁ: ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÉËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ
ûÉÆÒ, ËÌÀÞ, ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ... üÔÉ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÁÒÓÅÎÁÌÁ ÓÅËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÖÂÉ ÄÅÔÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÏÍÁÎÏ× ÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ �ÅÒÅËÏÞÅ×ÁÌÉ × ÎÁÛÕ �Ï×ÓÅÄÎÅ×ÎÕÀÖÉÚÎØ. ÷ÅÄØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ É�ÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÌÅËÔÒÏÎÉËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅ-ÎÉÑ ËÏÎÆÉÄÅÎ�ÉÁÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ×Ó£ ÛÉÒÅ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ É �ÒÉÍÅ-ÎÑÔØ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. üÔÏ ×ÙÚ×ÁÌÏ ÒÏÓÔ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÉ ËÁË Ë ÎÁÕËÅ Ï ÔÁËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ. òÁÎØÛÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÊÉÚ ÓÁÍÙÈ ÓÅËÒÅÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÎÁÎÉÊ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÜÔÏÍÕ × ÌÉÔÅÒÁÔÕ-ÒÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÎÁÕÞÎÙÈ ÏÓÎÏ× ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. úÁÔÏ × ÉÚÂÙÔËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏËÏÌÏËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ� �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ: × ÎÉÈ | ÌÅÇÅÎÄÙ �×ÏËÒÕÇ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ�, ÎÅ-ÄÏÂÒÏÓÏ×ÅÓÔÎÁÑ ÒÅËÌÁÍÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÄÕËÔÏ× É Ô.�. ÷ÍÅÓÔÅ ÓÔÅÍ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÅÖÅÇÏÄÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÊ �Ï ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÉÚÄÁ£ÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÖÕÒÎÁÌÏ×, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ ÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÕÒÓÙ ÌÅË�ÉÊ.þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ËÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÎÅÊ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ? äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÒÅÄÁË�ÉÑ ÉÒÅÛÉÌÁ ÓÄÅÌÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÀ ÔÅÍÏÊ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. ÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅ-ÍÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ × ÓÔÒÏÇÏÊ, ÎÏ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ××ÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ�ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ; ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÎÅ ÎÁÛÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ×ÜÔÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ | ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ï ÔÁËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍÁÈ ×�ÅÒÅÄÉ. á×ÔÏÒÙ ÓÔÁÔÅÊ |ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ× ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ:ñÝÅÎËÏ ÷. ÷., ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ î.ð. | ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ íçõ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉÍ �ÒÏÂÌÅÍÁÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ;îÅÓÔÅÒÅÎËÏ à.÷. | ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ;ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊ ç.á. | éÎÓÔÉÔÕÔ �ÒÏÂÌÅÍ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ òáî.òÅÄÁË�ÉÑ ÎÁÄÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÁÔØÉ �ÏÍÏÇÕÔ ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × �ÏÔÏËÅ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ �Ï ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ.
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ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ∗÷.÷.ñÝÅÎËÏ÷×ÅÄÅÎÉÅëÁË �ÅÒÅÄÁÔØ ÎÕÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÎÕÖÎÏÍÕ ÁÄÒÅÓÁÔÕ × ÔÁÊÎÅ ÏÔÄÒÕÇÉÈ? ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ × ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ É Ó ÒÁÚÎÙÍÉ �ÅÌÑÍÉ ÎÁ×ÅÒ-ÎÑËÁ �ÙÔÁÌÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÜÔÕ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×ÁÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌÏË ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ �ÚÁÄÁÞÁ �ð�, Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ �ÁÊÎÏðÉÓÉ). ÷Ù-ÂÒÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÎ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, �Ï×ÔÏÒÉÌ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÓËÒÙÔÏÊ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÁ ÔÙÓÑÞÁÌÅÔ.òÁÚÍÙÛÌÑÑ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÅÊ �ð, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉÊÔÉ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.1. óÏÚÄÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÊ, ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÊ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉÍÅÖÄÕ ÁÂÏÎÅÎÔÁÍÉ.2. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÊ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ, ÎÏ ÓËÒÙÔØ ÓÁÍ ÆÁËÔ �Å-ÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.3. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÊ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ, ÎÏ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ �Ï ÎÅÍÕÎÕÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ × ÔÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØÅÅ ÍÏÇ ÔÏÌØËÏ ÁÄÒÅÓÁÔ.ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.1. ðÒÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÊËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÁÂÏÎÅÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÊ �ÅÒÅÄÁÞÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂßÅÍÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÅÁÌØÎÏ.2. òÁÚÒÁÂÏÔËÏÊ ÓÒÅÄÓÔ× É ÍÅÔÏÄÏ× ÓËÒÙÔÉÑ ÆÁËÔÁ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÔÅÇÁÎÏÇÒÁÆÉÑ.ðÅÒ×ÙÅ ÓÌÅÄÙ ÓÔÅÇÁÎÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÔÅÒÑÀÔÓÑ × ÇÌÕÂÏËÏÊ ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÓËÒÙÔÉÑ �ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ: ÇÏÌÏ×Õ ÒÁÂÁÂÒÉÌÉ, ÎÁ ËÏÖÅ ÇÏÌÏ×Ù �ÉÓÁÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ É �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÏÌÏÓ ÒÁÂÁ ÏÔ�ÒÁ-×ÌÑÌÉ Ë ÁÄÒÅÓÁÔÕ.éÚ ÄÅÔÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÔÁÊÎÏ-�ÉÓÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏË ÏÂÙÞÎÏÇÏ, ÎÅÚÁÝÉÝÁÅÍÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ: ÏÔ ÍÏÌÏËÁ ÄÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÈÉ-ÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÁËÔÉ×Ï× Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÏÊ.

∗îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÍ �ÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÎÉÇÉó. á.äÏÒÉÞÅÎËÏ É ÷.÷. ñÝÅÎËÏ �25 ÜÔÀÄÏ× Ï ÛÉÆÒÁÈ�, í.: �ÅÉÓ, 1994.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(53{70)



54 ÷.÷. ñÝÅÎËÏ�ÁËÖÅ ÉÚ ÄÅÔÅËÔÉ×Ï× ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÍÅÔÏÄ �ÍÉËÒÏÔÏÞËÉ�: ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ-ÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÎÁ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ (ÍÉËÒÏÔÏÞ-ËÕ), ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÓÙÌÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ �ÉÓØÍÏÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄ ÍÁÒËÏÊ ÉÌÉ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ × ÄÒÕÇÏÍ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ × Ó×ÑÚÉ Ó ÛÉÒÏËÉÍ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÎËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÚÁ�ÒÑÔÙ×ÁÎÉÑ� ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÎÕÔÒÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂßÅÍÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÈÒÁÎÑÝÅÊÓÑ × ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ. îÁÇÌÑÄÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÚÁ-�ÒÑÔÙ×ÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÏ×ÏÇÏ ÆÁÊÌÁ × ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × éÎÔÅÒÎÅÔÅ1); ÏÎ ÖÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÖÕÒÎÁÌÅ �ëÏÍ�ØÀÔÅÒÒÁ�, �48 (225) ÏÔ 1 ÄÅËÁÂÒÑ 1997 Ç., ÎÁ ÓÔÒ. 62.(óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒÙ ÓÔÁÔØÉ × ÖÕÒÎÁÌÅ ÏÛÉÂÏÞÎÏ ÏÔÎÏÓÑÔ ÓÔÅÇÁÎÏ-ÇÒÁÆÉÀ Ë ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÇÁÎÏÇÒÁÆÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÑÔÁÔØÉ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÅËÓÔÙ, ÎÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÔÅÇÁÎÏÇÒÁÆÉÑ ÉËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ | �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ É �ÒÁËÔÉËÅÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.)3. òÁÚÒÁÂÏÔËÏÊ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó�ÅÌØÀ ÅÅ ÚÁÝÉÔÙ ÏÔ ÎÅÚÁËÏÎÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÑ. �ÁËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ É Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÛÉÆÒÁÍÉ.ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ (ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ) | �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÛÉÆÒÁ Ë ÚÁÝÉ-ÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Ô. Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÏÔ-ËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ) × ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ (ÛÉÆÒÔÅËÓÔ, ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍ-ÍÕ) Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÛÉÆÒÅ.äÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ | �ÒÏ�ÅÓÓ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÀ, Ô. Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ × ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ó �ÏÍÏÝØÀÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÛÉÆÒÅ.ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ | �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÎÁÕËÁ, ÏÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÁÍÙÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÅÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÕË É, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ-×ÉÓÑÔ ÏÔ ÕÒÏ×ÎÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ, ÏÔ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×Ó×ÑÚÉ É Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.ðÒÅÄÍÅÔ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉþÔÏ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ×Ï�ÒÏÓ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ð, ÞÔÏÂÙ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ�ÏÎÑÔÉÑ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÚÁÝÉÔÅ. ïÂÙÞÎÏ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁÊÎÕ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ, �ÒÉ×ÁÔÎÏÊ,ËÏÎÆÉÄÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ, ÓÅËÒÅÔÎÏÊ. äÌÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ, ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀ-1)http://www.geo
ities.
om/Sili
onValley/Vista/6001/



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 55ÝÉÈÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ××ÅÄÅÎÙ ÄÁÖÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ:{ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÁÊÎÁ;{ ×ÏÅÎÎÁÑ ÔÁÊÎÁ;{ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÁÑ ÔÁÊÎÁ;{ ÀÒÉÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÁÊÎÁ;{ ×ÒÁÞÅÂÎÁÑ ÔÁÊÎÁ É Ô. Ä.äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ:{ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÒÕÇ ÚÁËÏÎÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅÉÍÅÀÔ �ÒÁ×Ï ×ÌÁÄÅÔØ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ;{ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÚÁËÏÎÎÙÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ï×ÌÁÄÅÔØ ÜÔÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÅÅ ÓÅÂÅ ×Ï ÂÌÁÇÏ, Á ÚÁËÏÎÎÙÍ �ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔÅÌÑÍ ×Ï ×ÒÅÄ.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊÕÇÒÏÚÙ | ÕÇÒÏÚÙ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÕÇÒÏ-ÚÙ ÄÌÑ ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅÚÁËÏÎÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ:�ÏÄÍÅÎÁ, ÉÍÉÔÁ�ÉÑ É ÄÒ. ï ÎÉÈ ÍÙ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÎÉÖÅ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ�ð, ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).A BðòÉÓ. 1.úÄÅÓØ A É B | ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÚÁËÏÎÎÙÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ; ÏÎÉ ÈÏÔÑÔ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÔØÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ �Ï ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÍÕ ËÁÎÁÌÕÓ×ÑÚÉ. ð | ÎÅÚÁËÏÎÎÙÊ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ (�ÒÏÔÉ×ÎÉË), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅ-È×ÁÔÙ×ÁÔØ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÅ �Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ É �ÙÔÁÔØÓÑ ÉÚ×ÌÅÞØÉÚ ÎÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÅÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. üÔÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÚÁËÒÅ�ÉÌÉÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÅÎÎÙÅÓÌÏ×Á (�ÒÏÔÉ×ÎÉË, ÁÔÁËÁ ÎÁ ÛÉÆÒ É ÄÒ.) ïÎÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÓÍÙÓÌÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ×ÏÅÎÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ �ÏÎÑÔÉÉ ËÏÄÁ (×ÏÅÎÎÏ-ÍÏÒÓËÉÅ ËÏÄÙ, ËÏÄÙçÅÎÅÒÁÌØÎÏÇÏ ÛÔÁÂÁ, ËÏÄÏ×ÙÅ ËÎÉÇÉ, ËÏÄÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ô. �.), ÕÖÅ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ× ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ÓÆÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ | ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÕÞÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚ-ÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ É ÉÚÕÞÁÅÔ ÍÅÔÏÄÙ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÉÓËÁÖÅÎÉÊ ×



56 ÷.÷. ñÝÅÎËÏËÁÎÁÌÁÈ Ó×ÑÚÉ. é ÅÓÌÉ ÒÁÎÅÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÉÓØËÁË ÓÉÎÏÎÉÍÙ, ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÞÅÎØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎ-ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ� ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ.ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÁÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ÉÚ×ÌÅÞØ ÅÅ ÉÚ �ÅÒÅÈ×ÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏ-ÏÂÝÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ ÓÁÍÁ ÚÁÝÉÝÁÅÍÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÛÉÆÒÁ, É ÄÌÑ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ.÷ÓËÒÙÔÉÅ (×ÚÌÁÍÙ×ÁÎÉÅ) ÛÉÆÒÁ | �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÂÅÚ ÚÎÁÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ ÛÉ-ÆÒÁ.ïÄÎÁËÏ �ÏÍÉÍÏ �ÅÒÅÈ×ÁÔÁ É ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �Ù-ÔÁÔØÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÍÎÏÇÉÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÇÅÎÔÕÒÎÙÊ, ËÏÇÄÁ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÉË ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ �ÕÔÅÍ ÓËÌÏÎÑÅÔ Ë ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÚÁËÏÎÎÙÈ�ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÁÇÅÎÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÄÏÓÔÕ� Ë ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÂÅÓÓÉÌØÎÁ.ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÙÔÁÔØÓÑ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔØ, Á ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ ÉÌÉ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÅÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ. üÔÏ | ÓÏ-×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉ� ÕÇÒÏÚ ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ �ÅÒÅÈ×ÁÔÁ É ×ÓËÒÙ-ÔÉÑ ÛÉÆÒÁ. äÌÑ ÚÁÝÉÔÙ ÏÔ ÔÁËÉÈ ÕÇÒÏÚ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉ Ó�Å�ÉÆÉ-ÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÎÏÇÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ Ë ÄÒÕÇÏ-ÍÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÚÁÝÉÝÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, �ÒÏÔÉ×ÏÓÔÏ-ÑÝÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÕÇÒÏÚÁÍ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ �Å�É ÉÚ ÒÁÚÎÏÔÉ�ÎÙÈÚ×ÅÎØÅ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÝÉÝÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÂÕÄÅÔÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÏÅ ÓÌÁÂÏÅ Ú×ÅÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÉ ÚÁÔÒÁÔÁÍÉÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. á ÚÎÁÞÉÔ, É ÚÁËÏÎÎÙÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÄÏÌÖÎÙÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï × Ó×ÏÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÚÁÝÉÔÙ: ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÄÅÌÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ Ú×ÅÎÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÅÚ×ÅÎØÑ (��ÒÉÎ�É� ÒÁ×ÎÏ�ÒÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÝÉÔÙ�).îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÂÙ×ÁÔØ É ÅÝ£ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ×ÁÖÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ: �ÒÏÂÌÅÍÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÅÎÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÚÁÔÒÁÔ ÎÁ ÅÅ ÚÁÝÉÔÕ É ÚÁÔÒÁÔ ÎÁ ÅÅ ÄÏÂÙ-×ÁÎÉÅ. ðÒÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ ÓÁÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×Á Ó×ÑÚÉ, ÁÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÓÒÅÄÓÔ× �ÅÒÅÈ×ÁÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÎÉÈ É ÓÒÅÄÓÔ× ÚÁÝÉ-ÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÁÔÒÁÔ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÚÁÝÉÝÁÔØÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÚÁÄÁÊÔÅ ÓÅÂÅ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ:1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÂÏÌÅÅ �ÅÎÎÏÊ, ÞÅÍ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÁÔÁËÉ;2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÄÌÑ ×ÁÓ ÂÏÌÅÅ �ÅÎÎÏÊ, ÞÅÍ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÚÁÝÉÔÙ.



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 57éÍÅÎÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÁÀÝÉÍÉ �ÒÉ ×Ù-ÂÏÒÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÚÁÝÉÔÙ: ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ, ÓÔÅÇÁÎÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ,ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ É ÄÒ.îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÉÓÔÏÒÉÞÅ-ÓËÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ.äÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÎÑÔÉÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÅÊ ÂÙÌÏ ÕÄÅÌÏÍ ÞÕÄÁËÏ×-ÏÄÉÎÏÞÅË. óÒÅ-ÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÉ ÏÄÁÒÅÎÎÙÅ ÕÞ£ÎÙÅ, ÄÉ�ÌÏÍÁÔÙ, Ó×ÑÝÅÎÎÏÓÌÕÖÉÔÅÌÉ. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÕ-ÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÓÞÉÔÁÌÁÓØ ÄÁÖÅ ÞÅÒÎÏÊ ÍÁÇÉÅÊ. üÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ ÒÁÚ×ÉÔÉÑËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ËÁË ÉÓËÕÓÓÔ×Á ÄÌÉÌÓÑ Ó ÎÅÚÁ�ÁÍÑÔÎÙÈ ×ÒÅÍÅÎ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ èè ×ÅËÁ,ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ �ÅÒ×ÙÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ. ðÏÎÉÍÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÒÅÛÁÅÍÙÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÅÊ ÚÁÄÁÞ �ÒÉÛÌÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ èè ×ÅËÁ| �ÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÕÞ£ÎÏÇÏ ë.ûÅÎÎÏÎÁ.éÓÔÏÒÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÄÉ�ÌÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É×ÏÅÎÎÙÈ ÔÁÊÎ É �ÏÜÔÏÍÕ ÏËÕÔÁÎÁ ÔÕÍÁÎÏÍ ÌÅÇÅÎÄ. îÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÁÑ ËÎÉÇÁ �ÏÉÓÔÏÒÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÔÙÓÑÞÉ ÓÔÒÁÎÉ�. ïÎÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ×1967 ÇÏÄÕ É ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË ÎÅ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ2). îÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÅÄÁ×ÎÏ ×ÙÛÅÌ× Ó×ÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÔÒÕÄ �Ï ÉÓÔÏÒÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ × òÏÓÓÉÉ3).ó×ÏÊ ÓÌÅÄ × ÉÓÔÏÒÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÓÔÏ-ÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÞÎÏÓÔÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ×. ðÅÒ×ÙÅ Ó×Å-ÄÅÎÉÑ ÏÂ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÛÉÆÒÏ× × ×ÏÅÎÎÏÍ ÄÅÌÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÉÍÅÎÅÍ Ó�ÁÒÔÁÎÓËÏÇÏ�ÏÌËÏ×ÏÄ�Á ìÉÓÁÎÄÒÁ (ÛÉÆÒ �ó�ÉÔÁÌØ�). ãÅÚÁÒØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ × �ÅÒÅ�ÉÓËÅ ÛÉÆÒ,ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÛ£Ì × ÉÓÔÏÒÉÀ ËÁË �ÛÉÆÒ ãÅÚÁÒÑ�. ÷ ÄÒÅ×ÎÅÊ çÒÅ�ÉÉ ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎ×ÉÄ ÛÉÆÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÔÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ �Ë×ÁÄÒÁÔ ðÏÌÉÔÉÑ�. ïÄÎÕ ÉÚ�ÅÒ×ÙÈ ËÎÉÇ �Ï ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÎÁ�ÉÓÁÌ ÁÂÂÁÔ é. �ÒÉÔÅÌÉÊ (1462{1516), ÖÉ×ÛÉÊ× çÅÒÍÁÎÉÉ. ÷ 1566 ÇÏÄÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ä.ëÁÒÄÁÎÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÒÁÂÏÔÕ ÓÏ�ÉÓÁÎÉÅÍ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÎÏÊ ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ (�ÒÅÛ£ÔËÁ ëÁÒÄÁÎÏ�). æÒÁÎ-�ÉÑ èVI ×ÅËÁ ÏÓÔÁ×ÉÌÁ × ÉÓÔÏÒÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÛÉÆÒÙ ËÏÒÏÌÑ çÅÎÒÉÈÁ IV ÉòÉÛÅÌØÅ. ÷ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ËÎÉÇÅ �.á.óÏÂÏÌÅ×ÏÊ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÏÓÓÉÊ-ÓËÉÈ ÛÉÆÒÏ×, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ��ÉÆÉÒÎÁÑ ÁÚÂÕËÁ� 1700 ÇÏÄÁ, Á×ÔÏÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌðÅÔÒ ÷ÅÌÉËÉÊ.îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÛÉÆÒÏ× É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É× ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × �ÒÉËÌÀÞÅÎÞÅÓËÏÊ, ÄÅÔÅËÔÉ×ÎÏÊ É ×Ï-ÅÎÎÏÊ. èÏÒÏÛÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÛÉ-ÆÒÏ× | ÛÉÆÒÁ ÚÁÍÅÎÙ É ÍÅÔÏÄÏ× ÅÇÏ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ä×ÕÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈÒÁÓÓËÁÚÁÈ: �úÏÌÏÔÏÊ ÖÕË� ü.ðÏ É �ðÌÑÛÕÝÉÅ ÞÅÌÏ×ÅÞËÉ� á.ëÏÎÁÎ-äÏÊÌÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ.ûÉÆÒ �ó�ÉÔÁÌØ�. üÔÏÔ ÛÉÆÒ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ×ÏÊÎÙ ó�ÁÒÔÙ �ÒÏÔÉ×áÆÉÎ × V ×ÅËÅ ÄÏ Î.Ü. äÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ Ó�ÉÔÁÌØ | ÖÅÚÌ,ÉÍÅÀÝÉÊ ÆÏÒÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÁ. îÁ Ó�ÉÔÁÌØ ×ÉÔÏË Ë ×ÉÔËÕ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÌÁÓØ ÕÚËÁÑ �Á-�ÉÒÕÓÎÁÑ ÌÅÎÔÁ (ÂÅÚ �ÒÏÂÅÌÏ× É ÎÁÈÌÅÓÔÏ×), Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅÎÔÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉÓ�ÉÔÁÌÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÌÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ. ìÅÎÔÁ ÒÁÚÍÁÔÙ×ÁÌÁÓØ É �ÏÌÕÞÁÌÏÓØ (ÄÌÑ2)Kahn David. Codebreakers. The story of Se
ret Writing. New York: Ma
millan, 1967.3)óÏÂÏÌÅ×Á �.á. �ÁÊÎÏ�ÉÓØ × ÉÓÔÏÒÉÉ òÏÓÓÉÉ (éÓÔÏÒÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÕÖÂÙòÏÓÓÉÉ XVIII { ÎÁÞÁÌÁ XX ×.). í., 1994.



58 ÷.÷. ñÝÅÎËÏÎÅ�ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ), ÞÔÏ �Ï�ÅÒÅË ÌÅÎÔÙ × ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÂÕË×Ù. úÁ-ÔÅÍ ÌÅÎÔÁ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÌÁÓØ ÁÄÒÅÓÁÔÕ. áÄÒÅÓÁÔ ÂÒÁÌ ÔÁËÏÊ ÖÅ Ó�ÉÔÁÌØ, ÔÁËÉÍ ÖÅÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÌ ÎÁ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÌÅÎÔÕ É ÞÉÔÁÌ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉÓ�ÉÔÁÌÑ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÛÉÆÒÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × ÛÉÆÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÂÕË× ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕËÌÁÓÓ ÛÉÆÒÏ×, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ÛÉÆÒ �ó�ÉÔÁÌØ�, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÆÒÁÍÉ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.ûÉÆÒ ãÅÚÁÒÑ. üÔÏÔ ÛÉÆÒ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏÔÅËÓÔÁ: ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÒÅÔØÅÊ �ÏÓÌÅ ÎÅÅ ÂÕË×ÏÊ ×ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ �Ï ËÒÕÇÕ, Ô. Å. �ÏÓÌÅ ÂÕË×Ù �Ñ� ÓÌÅÄÕÅÔÂÕË×Á �Á�. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ãÅÚÁÒØ ÚÁÍÅÎÑÌ ÂÕË×Õ ÔÒÅÔØÅÊ �ÏÓÌÅ ÎÅÅ ÂÕË×ÏÊ, ÎÏÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ. çÌÁ×ÎÏÅ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÔ, ËÏÍÕ �ÏÓÙÌÁÅÔÓÑÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ÚÎÁÌ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÄ×ÉÇÁ. ëÌÁÓÓ ÛÉÆÒÏ×, Ë ËÏÔÏÒÙÍÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ÛÉÆÒ ãÅÚÁÒÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÆÒÁÍÉ ÚÁÍÅÎÙ.éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉÄÕÍÙ×ÁÎÉÅ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÛÉ-ÆÒÁ | ÄÅÌÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ �×ÒÅÍÑ ÖÉÚÎÉ�ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÛÉÆÒÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅÇÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ. îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ Ï�ÁÓÎÏÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÕÖÅ ÒÁÚÇÁÄÁÌ (×ÓËÒÙÌ) ÛÉÆÒ É ÞÉÔÁÅÔ ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. åÓÌÉÖÅ × ÛÉÆÒÅ ÅÓÔØ ÓÍÅÎÎÙÊ ËÌÀÞ, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÌÀÞ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË,ÞÔÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ ÍÅÔÏÄÙ ÕÖÅ ÎÅ ÄÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÁ.ðÏÄ ËÌÀÞÏÍ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ �ÏÎÉÍÁÀÔ ÓÍÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÛÉÆÒÁ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,× ÛÉÆÒÅ �ó�ÉÔÁÌØ� ËÌÀÞÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ Ó�ÉÔÁÌÑ, Á × ÛÉÆÒÁÈ ÔÉ�ÁÛÉÆÒÁ ãÅÚÁÒÑ ËÌÀÞÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÄ×ÉÇÁ ÂÕË× ÛÉÆÒÔÅËÓÔÁ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÕË× ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÌÉ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔØ ÚÁÝÉÝÁ-ÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÓÔÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ËÌÀÞÏÍ. óÁÍÛÉÆÒ, ÛÉÆÒÍÁÛÉÎÁ ÉÌÉ �ÒÉÎ�É�ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÕ É ÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ, ÎÏ × ÎÉÈ �Ï-Ñ×ÉÌÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ËÌÀÞ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×É-ÓÑÔ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. �Å�ÅÒØ ÚÁËÏÎÎÙÅ �ÏÌØÚÏ-×ÁÔÅÌÉ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÔØÓÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍÉ, ÄÏÌÖÎÙÔÁÊÎÏ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÏÂÍÅÎÑÔØÓÑ ËÌÀÞÁÍÉ ÉÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊËÌÀÞ ÎÁ ÏÂÏÉÈ ËÏÎ�ÁÈ ËÁÎÁÌÁ Ó×ÑÚÉ. á ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÏ×ÁÑÚÁÄÁÞÁ | Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÀÞ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÚÁÛÉÆÒÏ-×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÌÀÞÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ(ÒÉÓ. 1, ÓÔÒ. 55). �Å�ÅÒØ × ÎÅÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÎÅÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÅ | ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÊ ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ ÄÌÑ



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 59A BðÓÏÏÂÝÅÎÉÑËÌÀÞÉ
òÉÓ. 2.ÏÂÍÅÎÁ ËÌÀÞÁÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). óÏÚÄÁÔØ ÔÁËÏÊ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ ×�ÏÌÎÅ ÒÅÁÌØÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÇÒÕÚËÁ ÎÁ ÎÅÇÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÂÏÌØÛÁÑ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ, �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×. ÷ÙÂÏÒ Ó�ÏÓÏÂÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÅÅ �ÅÎÎÏÓÔÉ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÌÁÄÅÌØ�Å× �Ï ÚÁÝÉÔÅ Ó×Ï-ÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÏÄÞÅÒËÎ£Í ÂÏÌØÛÏÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÉÄÏ×ÚÁÝÉÝÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ: ÄÏËÕÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ, ÔÅÌÅÆÏÎÎÁÑ, ÔÅÌÅ×ÉÚÉÏÎÎÁÑ,ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÁÑ É Ô. Ä. ëÁÖÄÙÊ ×ÉÄ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ Ó�Å�ÉÆÉÞÅ-ÓËÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, É ÜÔÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÉÌØÎÏ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÍÅÔÏÄÏ×ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. âÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂßÅÍÙ É ÔÒÅÂÕÅ-ÍÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ÷ÙÂÏÒ ×ÉÄÁ ÛÉÆÒÁ ÉÅÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÚÁÝÉÝÁÅÍÙÈ ÓÅËÒÅ-ÔÏ× ÉÌÉ ÔÁÊÎÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÁÊÎÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ×ÏÅÎÎÙÅÉ ÄÒ.) ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÈÒÁÎÑÔØÓÑ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÉÒ-ÖÅ×ÙÅ) | ÕÖÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÇÌÁÓÉÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÞÉ-ÔÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÝÉÝÁÅÔÓÑÄÁÎÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ. ïÄÎÏ ÄÅÌÏ | �ÒÏÔÉ×ÏÓÔÏÑÔØ ÏÄÉÎÏÞËÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÂÁÎ-ÄÅ ÕÇÏÌÏ×ÎÉËÏ×, Á ÄÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ | ÍÏÝÎÏÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ.ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÔÉ×ÏÓÔÏÑÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÁÔÁËÁÍ ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÏÊËÏÓÔØÀ ÛÉÆÒÁ.ðÏÄ ÁÔÁËÏÊ ÎÁ ÛÉÆÒ �ÏÎÉÍÁÀÔ �Ï�ÙÔËÕ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÜÔÏÇÏ ÛÉÆÒÁ.ðÏÎÑÔÉÅ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ.èÏÔÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÎÑÔØ ÅÇÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ, ÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÉÈ ÄÏËÁ-ÚÕÅÍÙÈ Ï�ÅÎÏË ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ | �ÒÏÂÌÅÍÁÎÅÒÅÛÅÎÎÁÑ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. (íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ ËÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÎÉÖÅ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÏÊËÏÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÛÉ-ÆÒÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÕÔÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÙÔÏË ÅÇÏ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÉÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÔÉËÏ×, ÁÔÁËÕÀÝÉÈ ÛÉÆÒ. �ÁËÕÀ�ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ.÷ÁÖÎÙÍ �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÜÔÁ�ÏÍ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÕÍÙ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, Ó



60 ÷.÷. ñÝÅÎËÏ�ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ ÁÔÁËÏ×ÁÔØ ÛÉÆÒ. ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Õ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÜÔÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ �ÏÄÓËÁÚËÏÊ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÔÏÊ-ËÏÓÔØ ÛÉÆÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎËÉ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÅ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï �ÅÌÑÈ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÈ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉÏ�ÅÎËÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ËÁË ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÎÉË ÚÎÁÅÔ ÓÁÍ ÛÉÆÒ É ÉÍÅÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÅÇÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ-ÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ. ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÔÁËÖÅ ÚÎÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔËÒÙ-ÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÝÕÀ ÔÅÍÁÔÉËÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ÉÈ ÓÔÉÌØ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅÓÔÁÎÄÁÒÔÙ, ÆÏÒÍÁÔÙ É Ô. Ä.éÚ ÂÏÌÅÅ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÔÒÉ �ÒÉÍÅÒÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ:{ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÈ×ÁÔÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅÉÍÅÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×;{ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÈ×ÁÔÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ É ÄÏÂÙ-×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÔÅËÓÔÙ;{ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÕ� Ë ÛÉÆÒÕ (ÎÏ ÎÅ Ë ËÌÀÞÁÍ!) É �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔÚÁÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÔØ É ÄÅÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ.îÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ×ÅËÏ× ÓÒÅÄÉ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× ÎÅ ÕÔÉÈÁÌÉ Ó�ÏÒÙÏ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÏ× É Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÏÇÏÛÉÆÒÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÒÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞ£Ô.áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË þÁÒÌØÚ âÅÂÂÉÄÖ (èIè ×.): �÷ÓÑËÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË, ÄÁÖÅÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó ÔÅÈÎÉËÏÊ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÏ×, Ô×ÅÒÄÏ ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÍÏÖÅÔÉÚÏÂÒÅÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÊ ÛÉÆÒ, É ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ ÕÍÅÎ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÜÔÏÔ ÞÅÌÏ×ÅË,ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Ô×ÅÒÄÏ ÜÔÏ ÕÂÅÖÄÅÎÉÅ. ñ ÓÁÍ ÒÁÚÄÅÌÑÌ ÜÔÕ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ × ÔÅÞÅÎÉÅÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ.��ïÔÅ� ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� îÏÒÂÅÒÔ ÷ÉÎÅÒ: �ìÀÂÏÊ ÛÉÆÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÓËÒÙÔ, ÅÓ-ÌÉ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ ÅÓÔØ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÓÔÏÉÔ ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×, ÕÓÉÌÉÊ É ×ÒÅÍÅÎÉ...�á×ÔÏÒ ÛÉÆÒÁ PGP æ. úÉÍÍÅÒÍÁÎÎ (�ëÏÍ�ØÀÔÅÒÒÁ�, �48 ÏÔ 1.12.1997,ÓÔÒ. 45{46):�ëÁÖÄÙÊ, ËÔÏ ÄÕÍÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÅÌ ÎÅ�ÒÏÂÉ×ÁÅÍÕÀ ÓÈÅÍÕ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ, |ÉÌÉ ÎÅ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÒÅÄËÉÊ ÇÅÎÉÊ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÎÁÉ×ÅÎ É ÎÅÏ�ÙÔÅÎ...��ëÁÖÄÙÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÔ ÓÅÂÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÄ£Ô Ë ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÅÎÉÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÈÏÇÏ ËÒÉ�ÔÏÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ...�÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ | Ï ÔÅÒ-ÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ �ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ� ÞÁÓÔÏ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÓÌÏ×Ï �ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÑ�, ÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ. óÅÊÞÁÓ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÜÔÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÄÉÓ�É�ÌÉÎ, ÕÔÏÞÎÑÀÔÓÑ ÉÈ �ÒÅÄÍÅÔ É ÚÁÄÁÞÉ.



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 61ëÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÑ | ÎÁÕËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÔ×ÅÊ: ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÉËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÁ.ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ | ÎÁÕËÁ Ï Ó�ÏÓÏÂÁÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ) ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó �ÅÌØÀ ÅÅ ÚÁÝÉÔÙ ÏÔ ÎÅÚÁËÏÎÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ.ëÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚ | ÎÁÕËÁ (É �ÒÁËÔÉËÁ ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ) Ï ÍÅÔÏÄÁÈ É Ó�Ï-ÓÏÂÁÈ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÏ×.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ É ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÑ | ÚÁÝÉÔÁ, Ô. Å. ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÛÉÆÒÏ×, Á ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚ | ÎÁ�ÁÄÅÎÉÅ,Ô. Å. ÁÔÁËÁ ÎÁ ÛÉÆÒÙ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ Ä×Å ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ,É ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÏ×, ÎÅ ×ÌÁÄÅÀÝÉÈ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ËÒÉ�ÔÏÁÎÁ-ÌÉÚÁ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÙâÏÌØÛÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÏËÁÚÁÌÉ �ÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ ×ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÎÁÛÅÇÏ ×ÅËÁ ÒÁÂÏÔÙ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ëÌÏÄÁ ûÅÎÎÏ-ÎÁ. ÷ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÂÙÌÉ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Á ÔÁË-ÖÅ ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ Á��ÁÒÁÔ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ×Ï ÍÎÏÇÉÈÏÂÌÁÓÔÑÈ ÎÁÕËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÎÙ-ÎÅÛÎÉÊ 1998 ÇÏÄ | ÀÂÉÌÅÊÎÙÊ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ËÁË ÎÁÕËÁ ÒÏÄÉÌÁÓØ × 1948 ÇÏÄÕ �ÏÓÌÅ �Õ-ÂÌÉËÁ�ÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ë. ûÅÎÎÏÎÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Ó×ÑÚÉ�4).)÷ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ��ÅÏÒÉÑ Ó×ÑÚÉ × ÓÅËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ� ëÌÏÄ ûÅÎÎÏÎÏÂÏÂÝÉÌ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÊ ÄÏ ÎÅÇÏ Ï�ÙÔ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÛÉÆÒÏ×. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏÄÁÖÅ × ÓÌÏÖÎÙÈ ÛÉÆÒÁÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÉ�ÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅ-ÌÉÔØ ÛÉÆÒÙ ÚÁÍÅÎÙ, ÛÉÆÒÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÌÉ ÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.ûÉÆÒ ÚÁÍÅÎÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÍ ÛÉÆÒÏÍ.�É�ÉÞÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÛÉÆÒ ãÅÚÁÒÑ, ��ÉÆÉÒÎÁÑ ÁÚÂÕËÁ� ðÅÔÒÁ÷ÅÌÉËÏÇÏ É ��ÌÑÛÕÝÉÅ ÞÅÌÏ×ÅÞËÉ� á.ëÏÎÁÎ-äÏÊÌÑ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏÎÁÚ×ÁÎÉÑ, ÛÉÆÒ ÚÁÍÅÎÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÕË× ÉÌÉÄÒÕÇÉÈ �ÞÁÓÔÅÊ� ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÞÁÓÔÉ� ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ìÅÇËÏ ÄÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÛÉÆÒÁ ÚÁÍÅÎÙ. ðÕÓÔØ XÉ Y | Ä×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ É ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ g : X → Y |×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X × Y . �ÏÇÄÁ ÛÉÆÒ ÚÁÍÅÎÙ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁË: ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ x1x2 : : : xn �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔg(x1)g(x2) : : : g(xn).4)Shannon C. E. A mathemati
al theory of 
ommuni
ation // Bell System Te
hn. J. V. 27,�3, 1948. P. 379{423; V. 27, �4, 1948. P. 623{656.



62 ÷.÷. ñÝÅÎËÏûÉÆÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕË× × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ. �É�ÉÞÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÛÉÆÒÁ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÉÆÒ �ó�ÉÔÁÌØ�. ïÂÙÞÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ÒÁÚÂÉ-×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÛÉÆÒÕÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁ×ÎÁ n É � | ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n} × ÓÅÂÑ. �ÏÇÄÁ ÛÉÆÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: ÏÔÒÅÚÏË ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ x1 : : : xn �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÏÔÒÅ-ÚÏË ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ x�(1) : : : x�(n).÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÂÙÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ë.ûÅÎÎÏÎÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÏÇÏ ÛÉÆÒÁ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÔÁËÉÍ ÛÉÆÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÆÏÒÍÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÌÅÎÔÙÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ �ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔÓÑ�Ó �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ.üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ë.ûÅÎÎÏÎÏÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏ-ÇÏ ÉÍ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÛÉÆÒÏ×. íÙ ÎÅÂÕÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÞÉ-ÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÉÚÕÞÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ ë.ûÅÎÎÏÎÁ5).ïÂÓÕÄÉÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÏÇÏ ÛÉÆÒÁ É ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÅÇÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ. �É�ÉÞÎÙÍ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ�ÒÉÍÅÒÏÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÏÇÏ ÛÉÆÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÉÆÒ ÷ÅÒ-ÎÁÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÏÂÉÔÏ×ÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ n-ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏÔÅËÓÔÁ É n-ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ËÌÀÞÁ:yi = xi ⊕ ki; i = 1; : : : ; n:úÄÅÓØ x1 : : : xn | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ, k1; : : : ; kn | ËÌÀÞ, y1 : : : yn | ÛÉÆÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÌÅÎÔÅ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ:1) �ÏÌÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ (ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ) ËÌÀÞÁ (ÜÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÀÞ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á);2) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÉÎÙ ËÌÀÞÁ É ÄÌÉÎÙ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ;3) ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÓÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÌÀÞÁ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÛÉÆÒ �ÅÒÅÓÔÁÅÔÂÙÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÍ É �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑÅÇÏ ×ÓËÒÙÔÉÑ (ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÒÕÄÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍÉ).5)Shannon C. E. Communi
ation theory of se
re
y systems // Bell System Te
hn. J. V. 28,�4, 1949. P. 656{715.òÕÓÓË. �ÅÒ. ×: ûÅÎÎÏÎ ë. òÁÂÏÔÙ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÅ. í.: éì, 1963.ó. 333{403.



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 63îÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÄÅÌÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÊÛÉÆÒ ÏÞÅÎØ ÄÏÒÏÇÉÍ É ÎÅ�ÒÁËÔÉÞÎÙÍ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÉÍÛÉÆÒÏÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×ÓÅÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÚÁ�ÁÓÏÍÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ É ÉÓËÌÀÞÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.á ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ÔÒÕÄÎÏ É ÄÏÒÏÇÏ.ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌ ä.ëÁÎ: �ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÚÄÁÎÉÑ, ÒÅÇÉÓÔÒÁ�ÉÉ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÉÏÔÍÅÎÙ ËÌÀÞÅÊ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÏÊ ÔÏÍÕ, ËÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ï�ÙÔÁ�ÅÒÅÄÁÞÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ �Ï ËÁÎÁÌÁÍ ×ÏÅÎÎÏÊ Ó×ÑÚÉ, ÎÏ × ×ÏÅÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂßÅÍ �ÅÒÅ-ÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ÓÔÁ×ÉÔ × ÔÕ�ÉË ÄÁÖÅ �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÑÚÉÓÔÏ×. úÁ ÓÕÔ-ËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÙ ÓÏÔÎÉ ÔÙÓÑÞ ÓÌÏ×. óÏÚÄÁÎÉÅ ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ËÌÀÞÅ×ÙÈÚÎÁËÏ× �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÏÇÒÏÍÎÙÈ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÈ ÉÚÄÅÒÖÅË É ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ ÓÂÏÌØÛÉÍÉ ÚÁÔÒÁÔÁÍÉ ×ÒÅÍÅÎÉ. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÔÅËÓÔ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ Ó×ÏÊ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ É ÎÅ�Ï×ÔÏÒÉÍÙÊ ËÌÀÞ, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÂÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÚÎÁËÏ×, ËÏÔÏÒÏÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ÓÅÍÕ ÏÂßÅÍÕ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÊ ×ÏÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.�÷ ÓÉÌÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÉÞÉÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÅ ÛÉÆÒÙ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑÔÏÌØËÏ × ÓÅÔÑÈ Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÏÂßÅÍÏÍ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÓÅÔÉ ÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÏÓÏÂÏ ×ÁÖÎÏÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ ÚÁÝÉÔÙ Ó×ÏÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÚÁËÏÎÎÙÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÅ ÛÉ-ÆÒÙ. �ÁËÉÅ ÛÉÆÒÙ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÓËÒÙ-ÔÙ. ÷Ï�ÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, È×ÁÔÉÔ ÌÉ Õ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÓÉÌ, ÓÒÅÄÓÔ× É ×ÒÅÍÅÎÉÄÌÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ É ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÕÍÙÓÌØ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÔÁË: �ÒÏÔÉ×ÎÉË Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÓÕÒÓÁÍÉ ÍÏÖÅÔ×ÓËÒÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÊ ÛÉÆÒ.ëÁË ÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÚÁËÏÎÎÙÊ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ,×ÙÂÉÒÁÑ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÛÉÆÒ? ìÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ-ËÁËÏÊ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÓËÒÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÛÉÆÒ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁ 10 ÌÅÔÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÅÝ£ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÕÖÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ | ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÎÅÒÅÛÅÎÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ.ðÏÜÔÏÍÕ Õ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÔØ | �ÏÌÕÞÅÎÉÅ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÔÏÊËÏÓÔÉ. üÔÏÔ �ÕÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÔÁ-�Ï×:{ �ÏÎÑÔØ É Þ£ÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ, ÏÔ ËÁËÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑÚÁÝÉÝÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ; ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÚÎÁ-ÅÔ ÉÌÉ ÓÍÏÖÅÔ ÕÚÎÁÔØ Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÉÆÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ËÁËÉÅ ÓÉÌÙ É ÓÒÅÄÓÔ×ÁÏÎ ÓÍÏÖÅÔ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÓËÒÙÔÉÑ;{ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÓÔÁÔØ × �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ É �ÙÔÁÔØÓÑ Ó ÅÇÏ �ÏÚÉ�ÉÊÁÔÁËÏ×ÁÔØ ÛÉÆÒ, Ô. Å. ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ×ÓËÒÙÔÉÑ



64 ÷.÷. ñÝÅÎËÏÛÉÆÒÁ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÍÏÄÅÌÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÌ, ÓÒÅÄÓÔ× É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ;{ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÉÚ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅ-ÓËÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÁ.úÄÅÓØ �ÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ Ï Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÍÅÔÏ-ÄÁÈ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ: ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÅ ËÌÀÞÁ (ÏÎ ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ÓÍÁÌÅÎØËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÚÁÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÅÎØËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ) É �ÅÒÅÂÏÒ×ÓÅÈ �ÏÄÒÑÄ ËÌÀÞÅÊ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ (ÏÎ ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ×ÓÅÇÄÁ, ÚÁÔÏ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÓÅÇÄÁ ÎÕÖÎÁ ÁÔÁËÁ ÎÁ ËÌÀÞ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÛÉÆÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ, ÄÁÖÅÎÅ ÚÎÁÑ ËÌÀÞÁ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ �Ï ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ.îÏ×ÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ÷ 1983 ÇÏÄÕ × ËÎÉÇÅ �ëÏÄÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ� í.î.áÒÛÉÎÏ×Á É ì. å.óÁ-ÄÏ×ÓËÏÇÏ (ÂÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ �ë×ÁÎÔ�) ÂÙÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ: �ðÒÉÅÍÏ× ÔÁÊÎÏ�ÉÓÉ |×ÅÌÉËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÜÔÏ ÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ ÕÖÅ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ�ÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÅ.� ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅÂÏÌØÛÏÅ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. åÝÅ × 1976 ÇÏÄÕ ÂÙ-ÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÒÁÂÏÔÁ ÍÏÌÏÄÙÈ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× õ.äÉÆÆÉ Éí.ü.èÅÌÌÍÁÎÁ �îÏ×ÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ�6), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÔÏÌØ-ËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÀ, ÎÏ É �ÒÉ×ÅÌÁ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÉÂÕÒÎÏÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ �Ï-ÎÑÔÉÅÍ �ÎÏ×ÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ(�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ î.ð.÷ÁÒÎÏ×ÓËÏÇÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅÖÕÒÎÁÌÁ, ÓÔÒ. 71{86).ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ F : X → Y , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ä×ÕÍÑÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ F (x);Â) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉF (Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x) = y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏÍÁÌÏÊ ÄÏÌÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉ×ÙÞÎÙÈ ÓÏ ÛËÏÌØÎÏÊ ÓËÁÍØÉ, ÉÚ-ÚÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏËÁ ÏÔËÒÙÔ.äÒÕÇÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ, ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ.6)äÉÆÆÉ õ., èÅÌÌÍÁÎ í.ü. úÁÝÉÝÅÎÎÏÓÔØ É ÉÍÉÔÏÓÔÏÊËÏÓÔØ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÀ // �ééüò. �. 67, �3, 1979.



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 65éÎÏÇÄÁ ÅÝ£ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÌÏ×ÕÛËÏÊ. æÕÎË�ÉÅÊ Ó ÓÅ-ËÒÅÔÏÍ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ FK : X → Y , ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ KÉ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ FK(x);Â) �ÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ K ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÎ×ÅÒ-ÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ FK ;×) �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×Á-ÎÉÑ FK .ðÒÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,ÞÔÏ ÓËÁÚÁÎÏ �ÒÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÅÌÅÊ ËÒÉ�-ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ. äÌÑ ÎÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Â) �ÏËÁ ÓÔÒÏÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÎÏÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÁ×ÎÏ ÉÚÕ-ÞÁÅÍÏÊ ÔÒÕÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ É �Ï�ÕÌÑÒ-ÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÛÉÆÒ RSA (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ à.÷.îÅÓÔÅÒÅÎËÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ, ÓÔÒ. 87{114).ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ:1) ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÏÂÍÅÎ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÔÏÌØËÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÁÎÁÌÏ× Ó×ÑÚÉ, Ô. Å. ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÅËÒÅÔÎÙÈ ËÁÎÁÌÏ×Ó×ÑÚÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÍÅÎÁ ËÌÀÞÁÍÉ;2) ×ËÌÀÞÉÔØ × ÚÁÄÁÞÕ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ ÔÒÕÄÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÁ-ÄÁÞÕ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �Ï×ÙÓÉÔØ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÛÉÆÒÁ;3) ÒÅÛÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÛÉÆÒÏ×Á-ÎÉÑ (�ÉÆÒÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ É ÄÒ.).ï�ÉÛÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �. 1). ðÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ A, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÈÏÞÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎË�ÉÀ FK Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ K. ïÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ ×ÓÅÍ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÍ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÂÌÉËÕÅÔ) Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ FK × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÏÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ K ÏÎ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÓÏÏÂÝÁÅÔÉ ÄÅÒÖÉÔ × ÓÅËÒÅÔÅ. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ B ÈÏÞÅÔ �ÏÓÌÁÔØ �ÏÌØÚÏ-×ÁÔÅÌÀ A ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ x ∈ X, ÔÏ ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ y = FK(x) É�ÏÓÙÌÁÅÔ y �Ï ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ A. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÄÌÑ Ó×ÏÅ-ÇÏ ÓÅËÒÅÔÁ K ÕÍÅÅÔ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÔØ FK , ÔÏ ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ x �Ï �ÏÌÕÞÅÎÎÏ-ÍÕ y. îÉËÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ÎÅ ÚÎÁÅÔ K É �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á Â) ÆÕÎË�ÉÉ ÓÓÅËÒÅÔÏÍ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÛÉÆÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÀ FK(x) ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁÝÉÝÁÅÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ x.ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÏÊ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀ-ÞÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ FK Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÍ ÉÌÉ



66 ÷.÷. ñÝÅÎËÏÏÔËÒÙÔÙÍ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÔÁËÉÅ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÎÉÈ ÅÓÔØ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÑ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ: ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÛÉÆÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ: × ÎÉÈ ËÌÀÞ ÄÌÑ ÛÉ-ÆÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ, É ÉÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÎÕÖÎÏÈÒÁÎÉÔØ × ÓÅËÒÅÔÅ. äÌÑ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï ÎÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÉÄÅÀ äÉÆÆÉ É èÅÌÌÍÁÎ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÔÁËÖÅ ÄÌÑ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÄÄÅÌÁÔØÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ðÕÓÔØ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ A ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÄ�ÉÓÁÔØÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x. ïÎ, ÚÎÁÑ ÓÅËÒÅÔ K, ÎÁÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÅ y, ÞÔÏ FK(y) = x, É�ÏÓÙÌÁÅÔ y �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ B × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÏÅÊ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ. ðÏÌØ-ÚÏ×ÁÔÅÌØ B ÈÒÁÎÉÔ y × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A �ÏÄ�ÉÓÁÌÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x.óÏÏÂÝÅÎÉÅ, �ÏÄ�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓØÀ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅ-ÂÅ ËÁË �ÁÒÕ (x; y), ÇÄÅ x| ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, y | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ FK(y) = x,FK : X → Y | ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×ÓÅÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍÁÂÏÎÅÎÔÁÍ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ FK ÏÞÅ×ÉÄÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏÓÔÏÉÎ-ÓÔ×Á �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ:1) �ÏÄ�ÉÓÁÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x, Ô. Å. ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ FK(y) = x, ÍÏÖÅÔÔÏÌØËÏ ÁÂÏÎÅÎÔ | ÏÂÌÁÄÁÔÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅËÒÅÔÁ K; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÄ-ÄÅÌÁÔØ �ÏÄ�ÉÓØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ;2) �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÏÄÌÉÎÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÉÓÉ ÍÏÖÅÔ ÌÀÂÏÊ ÁÂÏÎÅÎÔ, ÚÎÁÀÝÉÊÏÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞ, Ô. Å. ÓÁÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ FK ;3) �ÒÉ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÉ Ó�ÏÒÏ× ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ �ÏÄ�ÉÓÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÓÉÌÕ ÅÅ ÎÅ�ÏÄÄÅÌÙ×ÁÅÍÏÓÔÉ;4) �ÏÄ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ (x; y) ÍÏÖÎÏ, ÎÅ Ï�ÁÓÁÑÓØ ÕÝÅÒÂÁ, �ÅÒÅÓÙ-ÌÁÔØ �Ï ÌÀÂÙÍ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×ÑÚÉ.ëÒÏÍÅ �ÒÉÎ�É�Á �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ,äÉÆÆÉ É èÅÌÌÍÁÎ × ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÅÝ£ ÏÄÎÕ ÎÏ×ÕÀ ÉÄÅÀ| ÏÔËÒÙÔÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÀÞÅÊ. ïÎÉ ÚÁÄÁÌÉÓØ ×Ï�ÒÏÓÏÍ: ÍÏÖÎÏ ÌÉÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× A É B �Ï ÏÔ-ËÒÙÔÙÍ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×ÑÚÉ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:1) ×ÎÁÞÁÌÅ Õ A É B ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÏÂÝÅÊ ÓÅËÒÅÔÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÎÏ ×ËÏÎ�Å �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÔÁËÁÑ ÏÂÝÁÑ ÓÅËÒÅÔÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ (ÏÂÝÉÊ ËÌÀÞ) Õ AÉ B �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ;2) �ÒÏÔÉ×ÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑÔ �ÏÌÕÞÉÔØ A É B, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ×ÙÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ËÌÀÞ A É B.



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 67äÉÆÆÉ É èÅÌÌÍÁÎ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉF (x) = �x (mod p);ÇÄÅ p | ÂÏÌØÛÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, x | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,�| ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ GF (p). ïÂÝÅ�ÒÉÚÎÁÎÎÏ, ÞÔÏÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �x (mod p), Ô. Å. ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×Á-ÎÉÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.óÁÍÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÉÌÉ, ËÁË �ÒÉÎÑÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, �ÒÏÔÏËÏÌ ×ÙÒÁÂÏÔËÉ ÏÂ-ÝÅÇÏ ËÌÀÞÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.þÉÓÌÁ p É � ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ.áÂÏÎÅÎÔÙ A É B ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÀÔ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ | ÓËÁÖÅÍ xA É xB . üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÎÉ ÄÅÒÖÁÔ× ÓÅËÒÅÔÅ. äÁÌÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ:yA = �xA (mod p); yB = �xB (mod p):ðÏÔÏÍ ÏÎÉ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ. �Å�ÅÒØ ÁÂÏ-ÎÅÎÔ A, �ÏÌÕÞÉ× yB É ÚÎÁÑ Ó×ÏÊ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ xA, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÏ×ÙÊÜÌÅÍÅÎÔ yxAB (mod p) = (�xB )xA (mod p):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔ B:yxBA (mod p) = (�xA)xB (mod p):�ÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ A É B �ÏÑ×ÉÌÓÑ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ, ÒÁ×ÎÙÊ �xAxB . üÔÏÔÜÌÅÍÅÎÔ É ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÌÀÞÏÍ A É B.éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÚÎÁÅÔ p; �; �xA ; �xB , ÎÅÚÎÁÅÔ xA É xB É ÈÏÞÅÔ ÕÚÎÁÔØ �xAxB . ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ, ÞÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ, Á ÜÔÏ | ÔÒÕÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.õÓ�ÅÈÉ, ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙÅ × ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÓÈÅÍ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ É ÏÔËÒÙÔÏ-ÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÀÞÅÊ, �ÏÚ×ÏÌÉÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÉ ÉÄÅÉ ÔÁËÖÅ É Ë ÄÒÕ-ÇÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×. �ÁË ×ÏÚÎÉËÌÏ ÂÏÌØÛÏÅÎÏ×ÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ | ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ�ÒÏÔÏËÏÌÙ. ðÏÄ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ �ÏÎÉÍÁÀÔ ÔÁËÕÀ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÕ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÏÎÅÎÔÙ (ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÉ!) ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ Ó×ÏÅÊ �ÅÌÉ, Á �ÒÏÔÉ×ÎÉË | ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ.ïÂßÅËÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÁÂÏÎÅÎÔÙ, ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×Ñ-ÚÉ. ãÅÌØÀ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÚÁÄÁÞÉ.éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÅÌÉ. ðÒÉÜÔÏÍ �ÒÏÔÉ×ÎÉË × ÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ÁÂÏÎÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÉÍÅÎÉ ÄÒÕÇÉÈ ÁÂÏÎÅÎ-ÔÏ× ÉÌÉ ×ÍÅÛÉ×ÁÔØÓÑ × ÏÂÍÅÎÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÁÂÏÎÅÎÔÁÍÉ É Ô. Ä.



68 ÷.÷. ñÝÅÎËÏðÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏÁÂÏÎÅÎÔÏ×, ×ÓÔÕ�É×ÛÉÈ × ÓÇÏ×ÏÒ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÚÁÄÁÞ, ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÁÂÏ-ÎÅÎÔÁÍÉ. (þÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ×ËÕÓÕ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÒÉ-ÄÕÍÁÔØ ÅÝ£ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÉÍÅÒÙ.)1. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÁÂÏÎÅÎÔÁ. ïÎÉÈÏÔÑÔ �ÏÄ�ÉÓÁÔØ ËÏÎÔÒÁËÔ. üÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ: ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÉÌ �ÏÄ�ÉÓØ ÄÒÕÇÏÇÏ, Á ÓÁÍÎÅ �ÏÄ�ÉÓÁÌÓÑ.ðÒÏÔÏËÏÌ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ �ÏÄ-�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÎÔÒÁËÔÁ.2. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÁÂÏÎÅÎÔÁ. ïÎÉÈÏÔÑÔ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÎÅÔÙ. üÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÁÂÏÎÅÎÔ, �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÎÅÔÕ, ÎÅ ÍÏÇ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄ-ÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÄÏÇÁÄËÉ ÏÔ ÁÂÏÎÅÎÔÁ, ÕÇÁÄÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÜÔÏÔÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ðÒÏÔÏËÏÌ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ �ÏÄ-ÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ.ï�ÉÛÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ �Ï ÔÅÌÅÆÏ-ÎÕ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÈÅÍÁ âÌÀÍÁ-íÉËÁÌÉ). äÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Õ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× AÉ B ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → Y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;2) ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ x1; x2 ∈ X , ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÚ f(x1) = f(x2), ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕÞ£ÔÎÏÓÔØ;3) �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ f(x) �ÔÒÕÄÎÏ� ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ x.òÏÌØ �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ É ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ x ∈ X , Á ÒÏÌØ ÏÒÌÁ É ÒÅÛËÉ | Þ£ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔØ x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ A | ÁÂÏÎÅÎÔ, �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÎÅÔÕ, Á B | ÁÂÏÎÅÎÔ, ÕÇÁÄÙ×ÁÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÒÏÔÏËÏÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÏ×:1) A ×ÙÂÉÒÁÅÔ x (��ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ�), ÚÁÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ x, Ô. e. ×ÙÞÉÓÌÑÅÔy = f(x), É �ÏÓÙÌÁÅÔ y ÁÂÏÎÅÎÔÕ B;2) B �ÏÌÕÞÁÅÔ y, �ÙÔÁÅÔÓÑ ÕÇÁÄÁÔØ Þ£ÔÎÏÓÔØ x É �ÏÓÙÌÁÅÔ Ó×ÏÀ ÄÏÇÁÄËÕÁÂÏÎÅÎÔÕ A;3) A �ÏÌÕÞÁÅÔ ÄÏÇÁÄËÕ ÏÔ B É ÓÏÏÂÝÁÅÔ B, ÕÇÁÄÁÌ ÌÉ ÏÎ, �ÏÓÙÌÁÑ ÅÍÕ ×Ù-ÂÒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x;4) B �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÎÅ ÏÂÍÁÎÙ×ÁÅÔ ÌÉ A, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑÅÇÏ Ó �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ y.òÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÑ Ë �ÒÏÔÏËÏÌÕ �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÉÚ-ÚÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎË�ÉÉ f .



ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ 693. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÁÂÏÎÅÎÔÁ A É B (ÔÉ�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ: A |ËÌÉÅÎÔ ÂÁÎËÁ, B | ÂÁÎË). áÂÏÎÅÎÔ A ÈÏÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÂÏÎÅÎÔÕ B, ÞÔÏ ÏÎÉÍÅÎÎÏ A, Á ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉË.ðÒÏÔÏËÏÌ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ ÉÄÅÎ-ÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÂÏÎÅÎÔÁ.4. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ �ÒÉ-ËÁÚÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ. þÁÓÔØ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ �ÅÎÔÒ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁÍÉ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÒÁÂÏÔÁÔØ ÅÄÉÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÕÀ ÄÌÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×.üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ×ÉÚÁÎÔÉÊÓËÉÈ ÇÅÎÅÒÁÌÁÈ, Á�ÒÏÔÏËÏÌ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ | �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ ×ÉÚÁÎÔÉÊÓËÏÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ.ï�ÉÛÅÍ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÑÚÁÎÁ Ó×ÏÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ. ÷ÉÚÁÎÔÉÑ.îÏÞØ �ÅÒÅÄ ×ÅÌÉËÏÊ ÂÉÔ×ÏÊ. ÷ÉÚÁÎÔÉÊÓËÁÑ ÁÒÍÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÌÅÇÉÏÎÏ×, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÍÕ ÇÅÎÅÒÁÌÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Õ ÁÒÍÉÉ ÅÓÔØ ÇÌÁ×-ÎÏËÏÍÁÎÄÕÀÝÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔ ÇÅÎÅÒÁÌÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÉÍ�ÅÒÉÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Õ�ÁÄËÅ É ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ ÇÅÎÅÒÁÌÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ÇÌÁ×ÎÏËÏÍÁÎÄÕÀÝÅÇÏ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÒÅÄÁÔÅÌÑÍÉ. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÏÞÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÇÅÎÅÒÁÌÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ ÇÌÁ×ÎÏËÏÍÁÎ-ÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÉËÁÚ Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ ÎÁ ÕÔÒÏ, �ÒÉÞÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÒÉËÁÚÁ:�ÁÔÁËÏ×ÁÔØ� ÉÌÉ �ÏÔÓÔÕ�ÁÔØ�. åÓÌÉ ×ÓÅ ÞÅÓÔÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÌÙ ÁÔÁËÕÀÔ, ÔÏ ÏÎÉ �ÏÂÅ-ÖÄÁÀÔ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÏÎÉ ÏÔÓÔÕ�ÁÀÔ, ÔÏ ÉÍ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÁÒÍÉÀ. îÏ ÅÓÌÉ ÞÁÓÔØÉÚ ÎÉÈ ÁÔÁËÕÅÔ, Á ÞÁÓÔØ ÏÔÓÔÕ�ÁÅÔ, ÔÏ ÏÎÉ ÔÅÒ�ÑÔ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÇÌÁ×ÎÏËÏ-ÍÁÎÄÕÀÝÉÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÒÅÄÁÔÅÌÅÍ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÇÅÎÅÒÁÌÁÍ ÒÁÚÎÙÅ�ÒÉËÁÚÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉËÁÚÙ ÇÌÁ×ÎÏËÏÍÁÎÄÕÀÝÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÂÅÓ�ÒÅ-ËÏÓÌÏ×ÎÏ. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÇÅÎÅÒÁÌ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ,ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÌÁÞÅ×ÎÙÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÅÎÅÒÁÌÙ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ ×ÏÂÍÅÎÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÒÉËÁÚÏ×) Ó ÔÅÍ,ÞÔÏÂÙ �ÒÉÊÔÉ Ë ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ.ïÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× É ÍÅÔÏÄÏ× ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÌÏ× 1985{1986 Ç.Ç. Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ Ä×ÕÈ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅ-ÌÅÊ | ÉÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÏÂß-ÅËÔÏ× �ÏÚ×ÏÌÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÙÈ �ÒÉÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. ÓÔÁ-ÔØÀ î.ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÏÇÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ, ÓÔÒ. 71{86).ðÏÄ ÉÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (P; V; S) �ÏÎÉÍÁÀÔ �ÒÏ-ÔÏËÏÌ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×: P (ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ) É V (�ÒÏ×ÅÒÑ-ÀÝÉÊ). áÂÏÎÅÎÔ P ÈÏÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ V , ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S ÉÓÔÉÎÎÏ. ðÒÉÜÔÏÍ ÁÂÏÎÅÎÔ V ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÂÅÚ �ÏÍÏÝÉ P , ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S (�ÏÜÔÏÍÕ V É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÍ). áÂÏÎÅÎÔ P ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ É �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÈÏÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ V , ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅS ÉÓÔÉÎÎÏ, ÈÏÔÑ ÏÎÏ ÌÏÖÎÏ. ðÒÏÔÏËÏÌ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÕÎÄÏ×



70 ÷.÷. ñÝÅÎËÏÏÂÍÅÎÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ P É V É ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×É-ÑÍ:1) �ÏÌÎÏÔÁ | ÅÓÌÉ S ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ ÁÂÏÎÅÎÔ P ÕÂÅÄÉÔ ÁÂÏ-ÎÅÎÔÁ V �ÒÉÚÎÁÔØ ÜÔÏ;2) ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ | ÅÓÌÉ S ÌÏÖÎÏ, ÔÏ ÁÂÏÎÅÎÔ P ×ÒÑÄ ÌÉ ÕÂÅÄÉÔ ÁÂÏÎÅÎ-ÔÁ V , ÞÔÏ S ÉÓÔÉÎÎÏ.úÄÅÓØ ÓÌÏ×ÁÍÉ �×ÒÑÄ ÌÉ� ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÔÏÞÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (P; V; S) ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÌÏÓØ, ÞÔÏV ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ. á ÅÓÌÉ V ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊÈÏÞÅÔ �×Ù×ÅÄÁÔØ� Õ P ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏ×ÕÀ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÀ ÏÂ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ S? ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ P , ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÈÏÔÅÔØ,ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÔÏËÏÌÁ (P; V; S). ðÒÏÔÏËÏÌ(P; V; S), ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ Ó ÎÕÌÅ-×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ É ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ, ËÒÏÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1) É 2), ÅÝ£ ÉÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:3) ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅ | × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÔÏËÏÌÁ (P; V; S)ÁÂÏÎÅÎÔ V ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔ Ó×ÏÉ ÚÎÁÎÉÑ ÏÂ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ S ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÉÚ×ÌÅÞØ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÔÏÍ, �ÏÞÅÍÕ S ÉÓÔÉÎÎÏ.úÁËÌÀÞÅÎÉÅúÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ×Ó£ÛÉÒÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÎÁÛÕ ÖÉÚÎØ É ÄÁÖÅ ÂÙÔ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×. ïÔ�ÒÁ-×ÌÑÑ Email, ÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÍÅÎÀ: �îÕÖÅÎ ÌÉÒÅÖÉÍ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ?� ÷ÌÁÄÅÌÅ� ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÁÎËÏ×ÓËÏÊ ËÁÒÔÏÞ-ËÉ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ ÞÅÒÅÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌ Ë ÂÁÎËÕ, ×ÎÁÞÁÌÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏÔÏËÏÌ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÁÒÔÏÞËÉ. ðÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÅÔÉ éÎ-ÔÅÒÎÅÔ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÄÉÓËÕÓÓÉÑÍÉ ×ÏËÒÕÇ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ �ÒÉÎÑÔÉÑÓÔÁÎÄÁÒÔÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÄÌÑ ÔÅÈ ÓÔÒÁÎÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÕÀ � ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ (ÀÒÉÄÉÞÅÓËÕÀ, �ÒÁÊÓ-ÌÉÓÔÙ É ÄÒ.). ó ÎÅÄÁ×ÎÉÈ�ÏÒ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÅÔÅÊ ÓÔÁÌÉ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅ Ó×ÏÅÊ ÆÁÍÉÌÉÉ ÎÁÒÑÄÕ ÓÕÖÅ �ÒÉ×ÙÞÎÙÍ �Email . . . � É ÍÅÎÅÅ �ÒÉ×ÙÞÎÏÅ | �ïÔ�ÅÞÁÔÏË ÏÔËÒÙÔÏÇÏËÌÀÞÁ . . . �.ó ËÁÖÄÙÍ ÄÎÅÍ ÔÁËÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅ. éÍÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÅ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÉÓÔÏÞÎÉ-ËÏ× ÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÕËÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÎÏ×ÙÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ É ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ ÉÄÅÉ. á×ÔÏÒ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÎÁ-ÄÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÅÅ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÓÔÁÎÅÔ Á×ÔÏÒÏÍ ÎÏ×ÙÈ ÉÄÅÊ, Á, ÂÙÔØÍÏÖÅÔ, É ÎÏ×ÅÊÛÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ.
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ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉî. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ÷ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ �Ï ÏÂßÅÍÕ ÖÕÒÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏ× ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕÏÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÙ ÕÄÅÌÑÅÍ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÀ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÉÄÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÓ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. éÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ �Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ | ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÔÉ�ÉÞÎÙ ÍÎÏÇÏÓÔÒÁÎÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ:�ÏÎÑÔÉÑÍÉ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ, ËÌÁÓÓÏ× P É NP (ÓÍ. [2℄), Á ÔÁËÖÅ ÓÏ ÓÔÁ-ÔØÅÊ ÷. ÷. ñÝÅÎËÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ, ÓÔÒ. 53{70.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÁ ËÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ×(× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÝÉÊ ÔÅÒÍÉÎ | ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ): ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ É ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÌÏÖÎÏÓÔ-ÎÏÊ. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË,ÁÔÁËÕÀÝÉÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÁÖÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÏÉÈ�ÅÌÅÊ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÛÉÆÒ ÷ÅÒÎÁÍÁ ÓÏÄÎÏÒÁÚÏ×ÙÍÉ ËÌÀÞÁÍÉ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÉÊ �ÒÏÔÉ× �ÁÓÓÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÔÉ×-ÎÉËÁ.ðÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÏÌØ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÏÊËÏÓÔØÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÙÞÎÏÂÙ×ÁÅÔ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÓÔÏÑÝÕÀ �ÅÒÅÄ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÏ ÎÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ, Á × �ÒÉÎ�É�Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 1 (ëÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ). ëÒÉ�ÔÏÓÉÓ-ÔÅÍÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ-ÍÉ: ÇÅÎÅÒÁ�ÉÉ ËÌÀÞÅÊ, ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÇÅÎÅÒÁ-�ÉÉ ËÌÀÞÅÊG ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÅÎ; ×ÓÑËÉÊ ÖÅÌÁÀÝÉÊ ÍÏÖÅÔ �ÏÄÁÔØ ÅÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ r ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÄÌÉÎÙ É �ÏÌÕÞÉÔØ �ÁÒÕ ËÌÀÞÅÊ (K1;K2).íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(71{86)



72 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊïÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞK1 �ÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ, Á ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞK2 É ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÓÔÒÏ-ËÁ r ÈÒÁÎÑÔÓÑ × ÓÅËÒÅÔÅ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ EK1 É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑDK2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (K1;K2) | �ÁÒÁ ËÌÀÞÅÊ, ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ G, ÔÏ DK2(EK1(m)) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ m. äÌÑ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÁÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ,ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÁ É ÏÂÁ ËÌÀÞÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÁÔÁËÕÅÔ ÜÔÕ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ. åÍÕÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞ K1, ÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÅËÒÅÔÎÙÊËÌÀÞ K2. ðÒÏÔÉ×ÎÉË �ÅÒÅÈ×ÁÔÉÌ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÕ d É �ÙÔÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓÏ-ÏÂÝÅÎÉÅ m, ÇÄÅ d = EK1(m). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÝÅÉÚ×Å-ÓÔÅÎ, �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÒÏÓÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ n, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ mi ËÒÉ-�ÔÏÇÒÁÍÍÕ di = EK1(mi) É ÓÒÁ×ÎÉÔØ di Ó d. �Ï ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏdi = d, É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÔÅËÓÔÏÍ. åÓÌÉ �Ï×ÅÚÅÔ, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊÔÅËÓÔ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÂÏÒ ÂÕ-ÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �ÏÒÑÄËÁ 2nT (n), ÇÄÅ T (n) | ×ÒÅÍÑ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÄÌÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ EK1 ÏÔ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ n. åÓÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÄÌÉÎÕ �ÏÒÑÄËÁ 1000 ÂÉÔÏ×, ÔÏ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÎÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅÎÉ ÎÁ ËÁËÉÈ ÓÁÍÙÈ ÍÏÝÎÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ.íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÁÔÁËÉ ÎÁ ËÒÉ-�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÒÕ-ÇÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ: �ÍÅÔÏÄ ÇÒÕÂÏÊ ÓÉÌÙ�. äÒÕÇÏÊ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓ-ËÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ | ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÒÅÂÕÅÔÎÅÂÏÌØÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÎÏ ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ Ó �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØÀ (�ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÌÉÎÁÈ ÔÅËÓÔÏ×). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ�ÙÔÁÔØÓÑ ÁÔÁËÏ×ÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ, ÂÏÌÅÅ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÉÓËÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ ÓÔÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÔÒÅÂÕÅÔ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ÓÒÁÂÁÔÙ-×ÁÅÔ Ó �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ, ÎÏ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ.) üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÏÊ-ËÏÓÔÉ. äÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÔÉ�Á ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:1. äÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á.2. äÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ.3. äÏËÁÚÁÔØ ÓÔÏÊËÏÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓÈÅÍÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á.úÄÅÓØ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÒÑÄ �ÒÏÂÌÅÍ.



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 73÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÓÅÇÄÁ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÌÀÞÅÊ ÄÌÉÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, × 256 ÉÌÉ 512 ÂÁÊÔÏ×. äÌÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÖÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁ-ÄÁÞÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ,ÂÙÌÁ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ-ÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ. üÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ÚÁ×ÉÓÑÔÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÏÂÙÞÎÏ ÄÌÑ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÂÅÇÁÔØ ×ÅÓØÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ).÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ ÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÉÔ �ÅÒÅÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ, É ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ÓÈÅÍÅ ÅÍÕ ÄÏÓÔÕ�ÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÏÊËÏÓÔØ ÓÈÅÍ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï �ÒÏ-ÔÉ×ÎÉËÅ.÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ËÁËÏÊ ÏÂßÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ��ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÙÍ�. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÒÁÓÔÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÚÉÓÏÍ üÄÍÏÎÄÓÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÒÅ-ÍÑ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ). ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÁÍÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ, Ô. Å. ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊÓÈÅÍÏÊ, ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.÷-ÞÅÔ×£ÒÔÙÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ. ÷ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÏ×ÏÊ ÌÀ-ÂÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=p(n), ÇÄÅ n | �ÁÒÁÍÅÔÒ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ.éÔÁË, �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ×ÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÂÏ-ÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÕÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ, ÓÔÏÑ-ÝÕÀ �ÅÒÅÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ. îÏ ÚÄÅÓØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÝ£ ÏÄÎÏ É ×ÅÓØÍÁ ÓÅÒØ£Ú-ÎÏÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ: ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÏÊËÏÓÔØ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÌÉÛØ Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÉÓËÅ



74 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (× ÉÄÅÁÌÅ | ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÙÈ) ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÔÏÊËÉÈ ÓÈÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÉ�Ï×. ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï× | ÏÂÝÉÅ (ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ) É ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÅ, Ô. Å. �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ÓÅ ÜÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ × ÌÉÔÅ-ÒÁÔÕÒÅ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ.îÉÖÅ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÏÂßÅËÔÏ×, ×ÏÚÎÉËÛÉÈ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. âÏÌÅÅ�ÏÄÒÏÂÎÙÊ ÏÂÚÏÒ �Ï ÜÔÉÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [1℄.2. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÇÉ�ÏÔÅÚÁ P 6=NPëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×-ÎÅÓ�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× Ó ÔÅÏÒÉÅÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ P É NP É ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ P 6=NP.îÁ�ÏÍÎÉÍ ×ËÒÁÔ�Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ �| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÔÒÏË × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁL ⊆ � × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÑÚÙËÁÍÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ�ØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÁ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍ p ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ nÍÁÛÉÎÁ M ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ p(n) Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. íÁ-ÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÓ�ÏÚÎÁÅÔ (ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎ | �ÒÉÎÉÍÁÅÔ) ÑÚÙË L, ÅÓÌÉ ÎÁ×ÓÑËÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x ∈ L ÍÁÛÉÎÁM ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ, Á ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÓÌÏ×Å x =∈ L| × ÏÔ×ÅÒÇÁÀÝÅÍ. ëÌÁÓÓ P | ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÑÚÙËÏ×,ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÁÛÉÎÁÍÉ �ØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.æÕÎË�ÉÑ f : � → � ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÈÏÄ ÅÊ �ÏÄÁÎÏ ÓÌÏ×Ï x ∈ �, ÔÏ× ÍÏÍÅÎÔ ÏÓÔÁÎÏ×Á ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x). ñÚÙË L �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÉËÁÔ P (x; y) : � × � → {0; 1}, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÚÁ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, É �ÏÌÉÎÏÍ p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ L = {x|∃yP (x; y)&|y| 6 p(|x|)}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÚÙË L �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ L ÄÌÉÎÙ nÍÏÖÎÏ ÕÇÁÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ n ÄÌÉÎÙ É ÚÁÔÅÍ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ �ÒÅÄÉËÁÔÁ P ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÇÁÄËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ P⊆NP. ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÉ ÜÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÉÍ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÅÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÒÏÇÏÅ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑÇÉ�ÏÔÅÚÁ P 6=NP). ÷ ËÌÁÓÓÅ NP ×ÙÄÅÌÅÎ �ÏÄËÌÁÓÓ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÑÚÙËÏ×,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ NP-�ÏÌÎÙÍÉ: ÌÀÂÏÊ NP-�ÏÌÎÙÊ ÑÚÙË ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P=NP.äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝ£ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀ-ÒÉÎÇÁ. ÷ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ �ØÀÒÉÎÇÁ (ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ) ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÁÛÉÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅËÕÝÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ É ÔÅÍ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÒÅ×ÁÅÔ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁ ÌÅÎÔÅ. ÷ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ ÎÏ×ÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÅÝ£ É ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 75ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2 ËÁÖÄÏÅ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÌÅÎÔÕ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ. óÌÕÞÁÊÎÁÑ ÌÅÎÔÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÞÉÔÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ É �ÅÒÅÈÏÄ × ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÅÔÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÏÂÏÚÒÅ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅÎÔÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÇÉ�ÏÔÅÚÁ P 6=NP ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÑ ÓÔÏÊËÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ?îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ, É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë �ÒÉÍÅÒÕ 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÑÚÙËL = {(K1; d; i)| ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ EK1(m) = d É ÅÇÏi-ÙÊ ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ 1}.ñÓÎÏ, ÞÔÏ L ∈ NP: ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔm É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏ EK1(m) = d É i-ÙÊ ÂÉÔ m ÒÁ×ÅÎ 1. åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï(K1; d; i) �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÔ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ.÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ P=NP ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÝÉÊ ÑÚÙË L. úÎÁÑ K1 É d, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏ-ÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÂÉÔÕ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊÔÅËÓÔ m. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÔÏÊËÁÑ.�ÏÔ ÖÅ �ÏÄÈÏÄ: ÕÇÁÄÁÔØ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÚÁ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ) �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÄÏÇÁÄËÉ, �ÒÉÍÅÎÉÍ × �ÒÉÎ�É�Å É Ë ÄÒÕ-ÇÉÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÓÈÅÍÁÍ. ïÄÎÁËÏ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÔÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ �Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑÉÍÅÅÔÓÑ Õ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ, ÓÅËÒÅÔÎÙÊËÌÀÞ É Ô. �.) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ P6=NP, ÔÏÚÄÅÓØ ÎÁ�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ: ×ÙÂÒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ NP-�ÏÌÎÕÀÚÁÄÁÞÕ É �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ Å£ ÏÓÎÏ×Å ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÚÁÄÁÞÁ ×ÚÌÏ-ÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ (Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ �ÅÒÅÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ) ÂÙÌÁ ÂÙ NP-�ÏÌ-ÎÏÊ. �ÁËÉÅ �Ï�ÙÔËÉ �ÒÅÄ�ÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ × ÎÁÞÁÌÅ 80-È ÇÏÄÏ×, × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ× ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ, ÎÏ Ë ÕÓ�ÅÈÕ ÎÅ �ÒÉ×Å-ÌÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �Ï�ÙÔÏË ÓÔÁÌÏ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ:ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ P6=NP, ÔÏ ÌÀÂÁÑ NP-�ÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊÌÉÛØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ×. éÎÙ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÚÁÌÏÖÅÎÁ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �× ÈÕÄÛÅÍÓÌÕÞÁÅ�. äÌÑ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÖÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙÚÁÄÁÞÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÂÙÌÁ ÓÌÏÖÎÏÊ ��ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁ-ÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÅÍ P 6=NP. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.



76 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ3. ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉçÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ | ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ðÏÄ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁÓÓÏ×ÁÑÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ (ÌÀÂÏÇÏ) ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏ-ÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ).ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ | �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ × ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÎÉÖÅ ÍÙ ÄÁÅÍ ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ �n = {0; 1}n | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ n. ðÏÄÆÕÎË�ÉÅÊ f ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {fn}, ÇÄÅ fn : �n → �m, m = m(n).äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÅÓØ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ É ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ fn ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍ q ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ n 6 q(m(n)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. þÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ, ÅÓÌÉ1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔ f(x).2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ A×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ ÓÔÒÏËÁ x ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÁÕÄÁÞÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �n(ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x ∈R �n). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p É ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ n Pr{f(A(f(x))) = f(x)} < 1=p(n):÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÔÒÏËÉ x É ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ A ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ.õÓÌÏ×ÉÅ 2 ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ìÀÂÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ A ÍÏÖÅÔ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ y ÎÁÊÔÉ x ÉÚ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ f(x) = y ÌÉÛØ Ó �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÞÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ Ï�ÕÓÔÉÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉ-ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á f(x) ÍÁÛÉÎÙ A ÒÁ×ÎÁ m, ÅÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ È×ÁÔÉÔØ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ (ÏÔ m) ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏÓÔÏ ÎÁ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ x, ÅÓÌÉ fÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏ �ÓÖÉÍÁÅÔ� ×ÈÏÄÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P6=NP. ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ: P6=NP,ÎÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÔ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ ÄÌÑ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÉÈ ÔÉ�Ï× ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ï�ÑÔØ



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 77Ë �ÒÉÍÅÒÕ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f(r) = K1. ïÎÁ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ G ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ f | ÎÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÔÏÊËÁÑ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A,ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÕÅÔ f Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1=p(n) ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p. úÄÅÓØ n | ÄÌÉÎÁ ËÌÀÞÁ K1. ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ�ÏÄÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A ËÌÀÞ K1 É �ÏÌÕÞÉÔØ Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r′ ÉÚ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ. äÁÌÅÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉË �ÏÄÁ£Ô r′ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ G É �ÏÌÕÞÁÅÔ �ÁÒÕ ËÌÀÞÅÊ (K1;K ′2). èÏÔÑ K ′2 ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó K2, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙDK′2(EK1(m)) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ m. ðÏÓËÏÌØËÕ K ′2 ÎÁÊ-ÄÅÎ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1=p(n), ËÏÔÏÒÁÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÎÅÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ, ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÔÏÊËÁÑ.äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÎÅ ÓÔÏÌØ �ÒÏÓÔÏ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ éÍ�ÁÌØÑ��Ï É ìÕÂÉ [7℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÅÌÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÏÊËÉÈËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ.éÚ ×ÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄ-ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÓÌÁÂÙÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÔÏÊËÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï×. îÁ×ÙÑÓÎÅÎÉÅ ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ, ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÙ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×. �ÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÑÓÎÉÔØÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ f | ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÎÁÍ ÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ. ÷ ÔÁËÏÊ ËÒÉ�ÔÏ-ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÌÀÞ | ÓÅËÒÅÔÎÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÏÔ-�ÒÁ×ÉÔÅÌÀ, É �ÏÌÕÞÁÔÅÌÀ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÛÉÆÒÏ-×ÁÎÉÑ EK É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ DK ÏÂÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ KÉ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ DK(EK(m)) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ m. ñÓ-ÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÕ d ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ m ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ËÁË d = f(m), ÔÏ�ÒÏÔÉ×ÎÉË, �ÅÒÅÈ×ÁÔÉ×ÛÉÊ d, ÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ m ÌÉÛØ Ó �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉ-ÍÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. îÏ ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÍÏ-ÖÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ m ÉÚ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁËÏÎÎÙÊ �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ?÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛØ, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÎÉË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×Ó£ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ �ÅÌÉËÏÍ. á ÜÔÏ | ×ÅÓØ-ÍÁ ÎÉÚËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ. öÅÌÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉË, ÚÎÁÀÝÉÊËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÕ d, ÎÅ ÍÏÇ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.îÁ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÑ ÓÔÏÊËÉÈ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÏÊËÉÈ



78 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÉ�Ï×, ×ËÌÀÞÁÑ �ÒÏÔÏËÏÌÙÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ éÍ�ÁÌØÑ��ÏÉ òÕÄÉÈÁ [9℄, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ × �ÏÌØÚÕÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉ�Ï× ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ (×ËÌÀÞÁÑ �ÒÏ-ÔÏËÏÌÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÀÞÅÊ ÔÉ�Á äÉÆÆÉ-èÅÌÌÍÁÎÁ) ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÙÊ, ÞÔÏÂÙÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÚßÑÓÎÉÔØ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ.4. ðÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙóÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÛÉÆÒÁ ÷ÅÒÎÁÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÌÀÞÉÏÄÎÏÒÁÚÏ×ÙÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÚÁ ÓÞ£Ô ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÓÎÉÖÅÎÉÑ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ? ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ïÔ�ÒÁ×ÉÔÅÌØ É �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÅËÒÅÔ-ÎÙÊ ËÌÀÞ K ÄÌÉÎÙ n É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ-ÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ g ÇÅÎÅÒÉÒÕÀÔ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ r = g(K) ÄÌÉ-ÎÙ q(n), ÇÄÅ q | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ. �ÁËÁÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÅ£ Cr) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÛÉÆÒÏ×ÁÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ m (ÉÌÉ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ)ÄÌÉÎÏÊ ÄÏ q(n) ÂÉÔÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ d = r⊕m, ÇÄÅ ⊕ | �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÂÉÔÏ×ÙÈ ÓÔÒÏË �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. äÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅm = d⊕ r. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ûÅÎÎÏÎÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÔÏÊËÏÊ, Ô. Å. ÓÔÏÊËÏÊ �ÒÏÔÉ× ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉ-ËÁ (× ÞÅÍ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ). îÏ ÞÔÏ ÂÕ-ÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁÝÉÝÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÁÔÁËÏ×ÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÛØ Ó �ÏÍÏÝØÀ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×? ëÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÏÌÖÎÙÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ r É ÁÌÇÏÒÉÔÍ g, ÞÔÏÂÙ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁCr ÂÙÌÁ ÓÔÏÊËÏÊ? ðÏÉÓËÉ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÉ×ÅÌÉ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ�ÏÎÑÔÉÑ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ âÌÀÍÏÍ ÉíÉËÁÌÉ [3℄.ðÕÓÔØ g : {0; 1}n → {0; 1}q(n) | ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÅ (ÏÔ n) ×ÒÅÍÑ. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ,ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÎÉËÁËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ q(n). æÏÒÍÁÌØ-ÎÏ ÜÔÏÔ ÏÂßÅËÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ A | �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ q(n) É ×ÙÄÁ£Ô × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÓ×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÏÄÉÎ ÂÉÔ. ðÕÓÔØP1(A;n) = Pr{A(r) = 1|r ∈R {0; 1}q(n)}:



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 79÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÔÒÏËÉ r É ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ A ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ. ðÕÓÔØP2(A;n) = Pr{A(g(s)) = 1|s ∈R {0; 1}n}:üÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÔÒÏËÉ s É ÓÌÕÞÁÊÎÙ-ÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ A ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ g ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÅÎÅÒÁÔÏÒ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÏÊËÉÍ�ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ A, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p É ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ n
|P1(A;n)− P2(A;n)| < 1=p(n):÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÓÔÏÊËÉÅ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÏ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÇÅÎÅÒÁ-ÔÏÒÁÍÉ. �ÁËÏÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÅÎÅÒÁ-ÔÏÒÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ g ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ. ÷Ï�ÒÏÓ ÏÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ÷ 1982 Ç.ñÏ [10℄ �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, Ô. Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. úÁ ÜÔÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÓÅ-ÒÉÑ ÒÁÂÏÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÏÓÌÁÂÌÑÌÏÓØ,�ÏËÁ ÎÁËÏÎÅ� × 1989{1990 ÇÇ. éÍ�ÁÌØÑ��Ï, ìÅ×ÉÎ É ìÕÂÉ [8℄ É èÏÓÔÁÄ [6℄ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ËÒÉ�-ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÎÏ É × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, É × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÓÔÁÔØÉ. úÄÅÓØ ÖÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ Cr, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÕÀ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ g. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ.ðÕÓÔØ EK | ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀ-ÞÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ d = EK(m), ÚÄÅÓØ K | ÓÅËÒÅÔÎÙÊ



80 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊËÌÀÞ ÄÌÉÎÏÊ n ÂÉÔÏ×, Á m | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ÄÌÉÎÏÊ q(n) ÂÉÔÏ×. þÅÒÅÚmi ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ i-ÙÊ ÂÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ðÕÓÔØ A| �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍ-ÍÕ d É ×ÙÄÁ£Ô �ÁÒÕ (i; �), ÇÄÅ i ∈ {1; : : : ; q(n)}, � ∈ {0; 1}. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ,ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ A ÎÅÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÉ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ,ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ A, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉ-ÎÏÍÁ p É ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ nPr{A(
) = (i; �) & � = mi ∣∣K ∈R {0; 1}n; m ∈R {0; 1}q(n)} < 1=2 + 1=p(n):üÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (×ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ Å£ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÏ Pr)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ K, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏ-ÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ m ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ q(n)É ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ A ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Cr Ó �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ËÁÞÅÓÔ×Å g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÊËÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Ô. Å. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ A É �ÏÌÉÎÏÍ p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Pr > 1=2 + 1=p(n) ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÉÈ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ B, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄÅ Ä×ÏÉÞ-ÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ r ÄÌÉÎÙ q(n), ×ÙÂÉÒÁÅÔ m ∈R {0; 1}q(n), ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ d = m⊕ rÉ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ A ËÁË �ÏÄ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÏÄÁ×ÁÑ ÅÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÔÒÏËÕ d. ðÏÌÕÞÉ×ÏÔ A �ÁÒÕ (i; �), B �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ mi = � É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ×ÙÄÁ£Ô 1, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | 0, É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏB ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ (ÏÔ n) ×ÒÅÍÑ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ BÏÔÌÉÞÁÅÔ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ g, ÏÔ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ q(n). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÉ r, �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÅ ÎÁ×ÈÏÄ B, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ, ÔÏ d | ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÁ ÛÉÆÒÁ ÷ÅÒÎÁÍÁ É,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ûÅÎÎÏÎÁ, Pr = 1=2. åÓÌÉ ÓÔÒÏËÉ r �ÏÒÏÖÄÅÎÙ ÇÅÎÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ g, ÔÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ d ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ,ËÁË × ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÅ Cr, É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, Pr > 1=2 + 1=p(n)ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÓÅ×-ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏ-ÓÉÓÔÅÍÙ Cr.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÔÏÊËÏÓÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÔÏÊ-ËÏÓÔØ �ÒÏÔÉ× ÁÔÁËÉ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ: �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÒÅÄ-×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× É �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÔÕ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÕ, �Ï



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 81ËÏÔÏÒÏÊ ÅÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Cr Ó �ÓÅ×ÄÏ-ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÊËÏÊ É �ÒÏÔÉ× ÁÔÁËÉ Ó×ÙÂÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÅÎÅ-ÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÏÊËÉÅ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ | �ÏÉÓË ÍÅÔÏÄÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÙÈ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ. ðÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÓÌÕÖÉÔ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ�ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÌÉÓÁ ÚÎÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÖÅÌÁÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ âÏÂÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, áÌÉÓÁ ÍÏÖÅÔ�ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÄÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï âÏÂÕ ÎÁ �ÒÏ×ÅÒËÕ. îÏ ÔÏÇÄÁ ×�ÏÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÉ âÏÂ ÓÍÏÖÅÔ ÓÁÍ, ÂÅÚ �ÏÍÏÝÉ áÌÉÓÙ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÔØÉÍ ÌÉ�ÁÍÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. á ÍÏÖÅÔ ÌÉ áÌÉÓÁ ÕÂÅÄÉÔØ âÏÂÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÍÏÇÌÁ ÂÙ ÅÍÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ? üÔÉÍ Ä×ÕÍ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÉÓËÌÀÞÁÀ-ÝÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÏÔÏËÏÌÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ çÏÌØÄ×ÁÓÓÅÒ, íÉËÁÌÉ ÉòÁËÏÆÆÏÍ × 1985 Ç. [4℄.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÏÔÏËÏÌÁ. ÷ ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ áÌÉ-ÓÙ É âÏÂÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ P É V ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÓÕÒÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ áÌÉÓÁ,ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÁÛÉÎÁ V ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ×ÒÅÍÑ. íÁÛÉÎÙ P É V ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÌÅÎÔÕ ÄÌÑ ÏÂ-ÍÅÎÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍÉ. ðÏÓÌÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÌÅÎÔÕÍÁÛÉÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅÇÏ, ËÁË ÔÏÌØ-ËÏ ÎÁ ÌÅÎÔÕ ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÏÔ×ÅÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ. íÁÛÉÎÙ P É V ÉÍÅÀÔÔÁËÖÅ ÏÂÝÕÀ ×ÈÏÄÎÕÀ ÌÅÎÔÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x. õÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ áÌÉÓÁ, ÓÕÔØ �x ∈ L�, ÇÄÅ L | ÎÅËÏÔÏÒÙÊÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ É áÌÉÓÅ, É âÏÂÕ) ÑÚÙË. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ, ÑÚÙË L ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÒÕÄÎÙÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, NP-�ÏÌÎÙÍ), ÉÎÁÞÅâÏÂ ÓÍÏÖÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ x ∈ L. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, �ÒÏÔÏËÏÌÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ âÏÂ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ, ×ÙÂÉÒÁÅÔÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÚÁÄÁ£Ô ÉÈ áÌÉÓÅ É �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÏ×.÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÁÛÉÎÁ V ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ,



82 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ×ÙÄÁ£Ô 1, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉÎÑÔÏ, É 0 | × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ.ðÕÓÔØ A É B| Ä×Å ÉÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÙÅ, Ô. Å. ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÂ-ÝÕÀ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÌÅÎÔÕ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ. þÅÒÅÚ[B(x); A(x)℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ | ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÁÛÉ-ÎÙ A, ËÏÇÄÁ A É B ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x. þÅÒÅÚ |x| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. éÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ L ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÉÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÙÈ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ (P;V) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ.1. (ðÏÌÎÏÔÁ). äÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ LPr{[P(x);V(x)℄ = 1} = 1:2. (ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ P∗, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �Ï-ÌÉÎÏÍÁ p É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x =∈ L ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙPr{[P∗(x);V(x)℄ = 1} < 1=p(|x|):ðÏÌÎÏÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÚÙËÕ L ÉÏÂÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, É áÌÉÓÁ, É âÏÂ, ÓÌÅÄÕÀÔ �ÒÏÔÏËÏÌÕ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÉÎÑÔÏ. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÝÉÝÁÅÔ âÏÂÁ ÏÔ ÎÅ-ÞÅÓÔÎÏÊ áÌÉÓÙ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÙÔÁÅÔÓÑ ÏÂÍÁÎÕÔØ ÅÇÏ, �ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ� ÌÏÖÎÏÅ ÕÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ áÌÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ËÁËÉÍ ÕÇÏÄÎÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔËÌÏÎÑÔØÓÑ ÏÔÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ, Ô. Å. ×ÍÅÓÔÏ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ PÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÍÁÛÉÎÕ P∗. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÏÂÍÁÎÁ ÂÙÌÁ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. éÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÙÊ �ÒÏÔÏËÏÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ ÑÚÙËÁ LÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ,ËÒÏÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1 É 2, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÅÝ£ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.3. (ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ V∗ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ�ØÀÒÉÎÇÁ MV∗ , ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ × ÓÒÅÄÎÅÍ ×ÒÅÍÑ, É ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ L MV∗(x) = [P(x);V∗(x)℄:íÁÛÉÎÁ MV∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÏÊ ÄÌÑ V∗. ðÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ x. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × �ÒÉÎ�É�Å MV∗ ÍÏÖÅÔ, ×



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 83ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÍÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × Å£ ÒÁÂÏ-ÔÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÒÁÂÏÔÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏ. îÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ Å£ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÅ×ÙÓÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÎÉ-�Õ, ÍÁÌÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÛÉÎÙ V∗ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó×ÏÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÁÑ ÍÁÛÉÎÁ;�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ V∗ ËÁË �ÏÄ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ. þÅÒÅÚMV∗(x) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ | ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÁÛÉÎÙMV∗ , ËÏÇÄÁ ÎÁ×ÈÏÄÅ ÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï x.ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ ÚÁÝÉÝÁÅÔ áÌÉÓÕ ÏÔ ÎÅÞÅÓÔÎÏÇÏ âÏÂÁ,ËÏÔÏÒÙÊ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÏÔËÌÏÎÑÑÓØ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏ-ÌÏÍ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ V∗ ×ÍÅÓÔÏ V), �ÙÔÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. õÓÌÏ×ÉÅ 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ âÏÂ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÓÍÏÇ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÂÅÚ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÏÔÏËÏÌÁ) ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÏÔÏËÏÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ éúïíïòæéúí çòáæï÷ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙçÏÌØÄÒÁÊÈÁ, íÉËÁÌÉ É ÷ÉÇÄÅÒÓÏÎÁ [5℄. ÷ÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÇÒÁ-ÆÏ× G1 = (U;E1) É G0 = (U;E0). úÄÅÓØ U | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÏÅÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {1; : : : ; n}, E1 ÉE0 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |E1| = |E0| = m. çÒÁÆÙ G1 É G0 ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ' ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅU ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (u; v) ∈ E0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ('(u); '(v)) ∈ E1(ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G1 = 'G0). úÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÁÆÏ× |ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ NP-�ÏÌÎÏÊ, ÈÏÔÑ ÅÓÔØ ×ÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ðÒÏÔÏËÏÌ IGðÕÓÔØ ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ G1 É G0. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÛÁÇÁ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ × �ÉËÌÅ m ÒÁÚ, ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ.1. P ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U , ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔ H = �G1 É �ÏÓÙÌÁÅÔ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ V.2. V ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÂÉÔ � É �ÏÓÙÌÁÅÔ ÅÇÏ P.3. åÓÌÉ � = 1, ÔÏ P �ÏÓÙÌÁÅÔ V �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ| �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ◦ '.4. åÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ V, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÍÅÖÄÕ G� É H, ÔÏ V ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ É ÏÔ×ÅÒÇÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ.



84 î. ð. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊåÓÌÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ �.4 ÄÁÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×Ï ×ÓÅÈ m �ÉËÌÁÈ,ÔÏ V �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × �ÒÏÔÏËÏÌÅ IG ÍÁÛÉÎÁ P �ÏÌÕÞÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÊ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÏÔÏËÏ-ÌÁ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÓÕÒÓÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ P ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ�ØÀÒÉÎÇÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 ([5℄). ðÒÏÔÏËÏÌ IG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ Ó ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ éúïíïòæéúí çòáæï÷.ðÏÌÎÏÔÁ �ÒÏÔÏËÏÌÁ IG ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÂÉÔ �,ËÏÔÏÒÙÊ V ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÎÁ ÛÁÇÅ 2, ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ P, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× | G0ÉÌÉ G1 | ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÇÒÁÆÏÍ H. åÓÌÉG0 É G1 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ H ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏ×ÅÒËÁ �. 4 ÄÁÓÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 6 1=2 × ÏÄÎÏÍ �ÉËÌÅ É Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 6 1=2m ×Ï ×ÓÅÈ m�ÉËÌÁÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÁÛÉÎÙ V∗ | �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÅÖÄÕ G0 É G1. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ V, ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÙÈÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á ÎÅ ÏÄÉÎ ÂÉÔ, Á ×ÓÀ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÏÔÏ-ËÏÌÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ×ËÌÀÞÁÑ ÇÒÁÆÙ H É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÛÁÇÁÈ 1 É 3 �ÒÏÔÏËÏÌÁ IG. íÏÄÅÌÉÒÕÀÝÁÑ ÍÁÛÉÎÁ MV∗ÄÏÌÖÎÁ ÕÍÅÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÇÒÁÆÙ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅ ÚÎÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ '! ðÏÜÔÏÍÕ MV∗ �ÙÔÁÅÔÓÑ ÕÇÁÄÁÔØ ÔÏÔ ÂÉÔ �, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕ-ÄÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ ÍÁÛÉÎÙ V∗ ÎÁ ÛÁÇÅ 2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ MV∗ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÊ ÂÉÔ �, ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ  É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ H =  G�. äÁÌÅÅMV∗ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ V∗ É ×ÙÚÙ×ÁÅÔ Å£ ËÁË �ÏÄ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �Ï-ÄÁ×ÁÑ ÅÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÇÒÁÆ H. ïÔ×ÅÔÏÍ ÍÁÛÉÎÙ V∗ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÉÔ �.åÓÌÉ � = �, ÔÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÄÁÎÎÏÍ �ÉËÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ ÕÓ�ÅÛÎÏ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ MV∗ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉÖÅ � 6= �, ÔÏMV∗ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÒÁÎÅÅ ÓÏÈÒÁÎ£ÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙV∗ É �Ï×ÔÏÒÑÅÔ �Ï�ÙÔËÕ.åÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ MV∗(x) É [P(x);V∗(x)℄ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÈÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ��ÏÞÔÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ�, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕ-



ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 85ÇÁÑ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ.åÝÅ ÏÄÉÎ ÔÉ� | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁ-ÛÅÎÉÅÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÓÏÚÄÁ-×ÁÌÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÏ ÏÔ [P(x);V∗(x)℄ÎÉËÁËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ (ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÏÓÔØÚÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÓÅ×-ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ).ðÏÄÞÅÒËÎ£Í ÏÓÏÂÏ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒ£È Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅ-ÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÙ ÔÏÌØËÏÎÁ ÔÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÑÚÙËÕ.ðÏÍÉÍÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ ËÁË ËÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ, ÏÎÉ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ×Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ É ×ÁÖÎÙÊÔÉ� ÔÁËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ | �ÒÏÔÏËÏÌÙ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁ-ËÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ áÌÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ âÏÂÕ Ó×ÏÀ ÁÕÔÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ áÌÉÓÁ | ÜÔÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÁÑ ÂÁÎËÏ×ÓËÁÑ ËÁÒ-ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ P, Á âÏÂ | ÜÔÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ ÂÁÎËÁ,×Ù�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ V. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÎÁÞÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏÂÁÎËÏ×ÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÂÁÎË ÄÏÌÖÅÎ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × �ÏÄÌÉÎÎÏÓÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉÉ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ Å£ ×ÌÁÄÅÌØ�Á, ÉÌÉ, ÇÏ×ÏÒÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ,ËÁÒÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÊÔÉ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÀ. ÷ �ÒÉÎ�É�Å ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÒÏÔÏËÏÌ IG. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×�ÁÍÑÔÉ ÂÁÎËÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ ÈÒÁÎÉÔÓÑ �ÁÒÁ ÇÒÁÆÏ× (G0; G1), ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ áÌÉÓÅ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÞËÅ | ÔÁ ÖÅ �ÁÒÁ ÇÒÁ-ÆÏ× É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ '. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ áÌÉÓÙ, ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, âÏÂÁ) É �ÏÜÔÏÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ�ÒÏÔÏËÏÌÁ IG ËÁÒÔÏÞËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÏÀ ÁÕÔÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÒÔÏÞËÁ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÄÏËÁÖÅÔ Ó×ÏÀ ÁÕÔÅÎÔÉÞ-ÎÏÓÔØ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÝÉÝÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÂÁÎËÁ ÏÔ ÚÌÏÕÍÙÛ-ÌÅÎÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÑÓØ ËÌÉÅÎÔÏÍ ÂÁÎËÁ, �ÙÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÊÔÉ ÁÕÔÅÎ-ÔÉÆÉËÁ�ÉÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁ-ÛÅÎÉÑ ÚÁÝÉÝÁÅÔ ËÌÉÅÎÔÁ ÏÔ ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÄÓÌÕÛÁ× ÏÄÎÏÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÊ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÞËÉ, �Ù-ÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÊÔÉ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÏÄ ÉÍÅÎÅÍ áÌÉÓÙ. äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÒÏÔÏËÏÌÁ IG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ P, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ',ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ÷ÍÅÓÔÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ IG ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅ-ÎÉÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ P ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. îÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌØÎÙÈ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ �ÒÏÔÏËÏÌ IG, ËÁË É ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ×, ÎÅ
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áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌà. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏüÔÁ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ÷Ï�ÒÏÓ �ËÁË ÓÏÓÞÉ-ÔÁÔØ?� ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ�ÕÔÓÔ×Ï×ÁÌ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ. �ÒÕÄÙå×ËÌÉÄÁ É äÉÏÆÁÎÔÁ, æÅÒÍÁ É üÊÌÅÒÁ, çÁÕÓÓÁ, þÅÂÙÛÅ×Á É üÒÍÉÔÁ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ ÏÓÔÒÏÕÍÎÙÅ É ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ-×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÙÑÓÎÅÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ�Ï ÔÅÍ ×ÒÅÍÅÎÁÍ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊÉ Ô.Ä. âÅÚ �ÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÎÉÚÁÎÁÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØÚÁ�ÒÏÓÁÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ É ÛÉÒÏËÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÀ ü÷í, ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÑ �Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ �ÅÒÅÖÉ×ÁÀÔ �ÅÒÉÏÄ ÂÕÒ-ÎÏÇÏ É ×ÅÓØÍÁ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ. íÙ ËÒÁÔËÏ ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÚÄÅÓØ ÌÉÛØÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍÉ. úÁ ÒÁÍËÁÍÉ ÓÔÁÔØÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÙÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × �ÏÌÑÈ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÒÅÛ£ÔËÁÍÉ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ É ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×.÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á Ó×ÑÚÉ �ÒÏÎÉËÌÉ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×Ï ×ÓÅ ÓÆÅÒÙ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÅÍÙÓÌÉÍÁ ÂÅÚÎÉÈ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ. ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÅËÓÔÏ×ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË �ÒÏ�ÅÓÓÙ �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ ü÷í, Á Ó�ÏÓÏÂÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ËÁË ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷Ó£ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÍÅÔÏÄÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÓÔÏÊËÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÓÍ. [24℄).îÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ü÷í ÉÍÅÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù. ðÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÔØ ÄÌÉÎÎÕÀ �ÉÆÒÏ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÄÌÉÎÙ É ÛÉÆÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË ÏÔÄÅÌØÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÛÉÆÒÕÅÍÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É �Ï ×ÅÌÉ-ÞÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉ-ÑÍÉ) ÞÉÓÌÁ m. �ÁËÉÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÂÕÄÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ É ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÕÞÁÅ-ÍÙÅ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÁíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(87{114)



88 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× Z=mZ. ûÉÆÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ×f : Z=mZ → Z=mZ;Á ÞÉÓÌÏ f(x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÛÉÆÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | ÛÉÆÒ ÚÁÍÅÎÙ (ÓÍ. [1℄), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : x → x + k (mod m) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ�ÅÌÏÍ k. ðÏÄÏÂÎÙÊ ÛÉÆÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÅÝ£ àÌÉÊ ãÅÚÁÒØ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅËÁÖÄÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f �ÏÄÈÏÄÉÔ ÄÌÑ �ÅÌÅÊ ÎÁÄÅÖÎÏÇÏ ÓÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ, ÓÍ. [1℄.÷ 1978 Ç., ÓÍ. [2℄, ÁÍÅÒÉËÁÎ�Ù ò. òÉ×ÅÓÔ, á. ûÁÍÉÒ É ì. áÄÌÅÍÁÎ(R.L.Rivest, A.Shamir, L.Adleman) �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÅÊ ÒÑÄÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×. îÁ Å£ ÏÓÎÏ×Å ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁÒÅÁÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �Ï �ÅÒ-×ÙÍ ÂÕË×ÁÍ ÉÍÅÎ Á×ÔÏÒÏ× | ÓÉÓÔÅÍÁ RSA. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏÁ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(x);Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÂ-ÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f−1(x);×) ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÓÅËÒÅÔÏÍ�, ÚÎÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÂÙÓÔÒÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f−1(x); × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅ f−1(x) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉÚÁÄÁÞÅÊ, ÔÒÅÂÕÀÝÅÊ ÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÔÏÌØ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÔÏ �Ï ÅÇÏ�ÒÏÛÅÓÔ×ÉÉ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÉÎÔÅ-ÒÅÓ ÄÌÑ ÌÉ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f × ËÁÞÅÓÔ×Å ÛÉÆÒÁ.ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÈ ÉÈ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ × [1,9℄.åÝÅ ÄÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ �ÅÞÁÔÉ ÓÔÁÔØÉ [2℄ ËÏ�ÉÑ ÄÏËÌÁÄÁ × íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÏÍ�ÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÅ RSA, ÂÙÌÁ �ÏÓÌÁÎÁÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ �Ï�ÕÌÑÒÉÚÁÔÏÒÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ í. çÁÒÄÎÅÒÕ, ËÏÔÏÒÙÊ × 1977 Ç.× ÖÕÒÎÁÌÅ S
ienti�
 Ameri
an Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÓÔÁÔØÀ [3℄, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÕÀ ÜÔÏÊÓÉÓÔÅÍÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÒÕÓÓËÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ÚÁÇÌÁ×ÉÅ ÓÔÁÔØÉ çÁÒÄÎÅÒÁ Ú×Õ-ÞÉÔ ÔÁË: îÏ×ÙÊ ×ÉÄ ÛÉÆÒÁ, ÎÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÍÉÌ-ÌÉÏÎÙ ÌÅÔ. éÍÅÎÎÏ ÓÔÁÔØÑ [3℄ ÓÙÇÒÁÌÁ ×ÁÖÎÅÊÛÕÀ ÒÏÌØ × ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅ-ÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂ RSA, �ÒÉ×ÌÅËÌÁ Ë ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛÉÒÏËÉÈËÒÕÇÏ× ÎÅÓ�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ó�ÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÂÕÒÎÏÍÕ �ÒÏÇÒÅÓÓÕÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÒÏÉÚÏÛÅÄÛÅÍÕ × �ÏÓÌÅÄÏ×Á×ÛÉÅ 20 ÌÅÔ.



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 891. óÉÓÔÅÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ RSA÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. �ÅÈ ÖÅ, ËÔÏ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÓÎÉÍÉ ÉÌÉ ÎÁ�ÏÍÎÉÔØ ÓÅÂÅ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ, ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ Ë ËÎÉÇÅ [4℄.ðÕÓÔØ m É e ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎË�ÉÑ f , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÓÈÅÍÕ RSA,ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍf : x→ xe (mod m): (1)äÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ a = f(x) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅxe ≡ a (mod m): (2)ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ m É e ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ x.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁm ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ '(m) É ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ 1 ÄÏ m,×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó m. �ÁË '(1) = 1 É '(pr) = pr−1(p − 1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ r. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, '(ab) = '(a)'(b) ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ a É b. üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÌÅÇËÏ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '(m), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.åÓÌÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ e × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ (2) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó '(m), ÔÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ,Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍde ≡ 1 (mod '(m)); 1 6 d < '(m): (3)�ÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ (e; '(m)) = 1, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ (a; b) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ, ÓÍ. [4℄, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó m, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅx'(m) ≡ 1 (mod m) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ad ≡ xde ≡ x (mod m): (4)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ (a;m) = 1, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ × ×ÉÄÅx ≡ ad (mod m): (5)åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏm ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ É ÂÅÚ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ (a;m) = 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r = (a;m) É s = m=r. �ÏÇÄÁ



90 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏ'(m) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ '(s), Á ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x; s) = 1. ðÏÄÏÂÎÏ (4), ÔÅ�ÅÒØÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÍ x ≡ ad (mod s). á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ x ≡ 0 ≡ ad (mod r).ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÓÉÌÕ (r; s) = 1 ÄÁÀÔ ÎÁÍ (5).æÕÎË�ÉÑ (1), �ÒÉÎÑÔÁÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ RSA, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ. ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÞÕÔØ ÎÉÖÅ. ðÏËÁ ÏÔÍÅÔÉÍÌÉÛØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë f(x) ÆÕÎË�ÉÑ f−1 : x → xd (mod m) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ�Ï ÔÅÍ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÁÍ, ÞÔÏ É f(x), ÌÉÛØ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ eÎÁ d. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ (1) ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅÓ×ÏÊÓÔ×Á Á) É Â).äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ (1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÁ e É m.éÍÅÎÎÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞ ÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. á ×ÏÔ ÄÌÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÔØ ÞÉÓÌÏ d, ÏÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ-ËÒÅÔÏÍ�, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô × �ÕÎËÔÅ ×). ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ,ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ m, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁÔÅÍÓ �ÏÍÏÝØÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '(m) É, ÎÁËÏÎÅ�, Ó �ÏÍÏÝØÀ (3)Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d. ÷ÓÅ ÛÁÇÉ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁ-ÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ. éÍÅÎÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÏÅÍËÕÀÞÁÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÀÀ Å£ ÉÓÔÏÒÉÀÉ ÎÁ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÅ �ÏÉÓËÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ 20 ÌÅÔ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÔÁË É ÎÅ ÎÁÊÄÅÎ.ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ, �ÅÒÅÂÉÒÁÑ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÏ √m, É, ÄÅÌÑ ÎÁ ÎÉÈ m,ÎÁÊÔÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. îÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ×ÜÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏ 2√m · (lnm)−1, ÓÍ. [5℄, ÇÌ. 5,ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ m, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÍ 100 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ, ÎÁÊÄ£Ô-ÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 4 · 1042 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÄÅÌÉÔØ m �ÒÉÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÞÅÎØ ÇÒÕÂÙÅ �ÒÉËÉÄËÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏËÏÍ�ØÀÔÅÒÕ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÝÅÍÕ ÍÉÌÌÉÏÎ ÄÅÌÅÎÉÊ × ÓÅËÕÎÄÕ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÞÉÓÌÁ m > 1099 ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 1035 ÌÅÔ. éÚ×ÅÓÔÎÙ É ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÞÅÍ �ÒÏÓÔÏÊ �ÅÒÅÂÏÒ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÎÏ ÉÏÎÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÍÅÄÌÅÎÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ í. çÁÒÄ-ÎÅÒÁ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÁ×ÄÁÎÏ.á×ÔÏÒÙ ÓÈÅÍÙ RSA �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ m × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ p É q, �ÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ.�ÁË ËÁË '(m) = '(pq) = (p− 1)(q − 1); (6)ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ×ÙÂÏÒ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ e × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 91(1) ÅÓÔØ (e; p− 1) = (e; q − 1) = 1: (7)éÔÁË, ÌÉ�Ï, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÅ × ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅ�ÉÓËÉÓ �ÏÍÏÝØÀ ÓÈÅÍÙ RSA, ×ÙÂÉÒÁÅÔ Ä×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁp É q. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÉÈ, ÏÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ m = pq. úÁÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏe, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (7), ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ (6) ÞÉÓÌÏ '(m)É Ó �ÏÍÏÝØÀ (3) | ÞÉÓÌÏ d. þÉÓÌÁ m É e �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ, ÞÉÓÌÏ d ÏÓÔÁÅÔÓÑÓÅËÒÅÔÎÙÍ. �Å�ÅÒØ ÌÀÂÏÊ ÍÏÖÅÔ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÔØ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ(1) ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÕ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒ ÌÅÇËÏ ÓÍÏÖÅÔÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÔØ ÉÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ (5).äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ Ó×ÏÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ òÉ×ÅÓÔ, ûÁÍÉÒ É áÄÌÅÍÁÎ ÚÁÛÉÆÒÏ-×ÁÌÉ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÎÇÌÉÊÓËÕÀ ÆÒÁÚÕ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÎÁ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (a=01, b=02, . . . , z=26, �ÒÏÂÅÌ=00) ÂÙÌÁ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ××ÉÄÅ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (1)�ÒÉm =114381625757888867669325779976146612010218296721242362562561842935706935245733897830597123563958705058989075147599290026879543541É e = 9007. üÔÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ, �ÒÉÞÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÏÏÂÝÁÌÏÓØ, ÞÔÏ m = pq, ÇÄÅ p É q | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 64 É 65 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. ðÅÒ×ÏÍÕ, ËÔÏ ÒÁÓÛÉÆÒÕÅÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅf(x) =96869613754622061477140922254355882905759991124574319874695120930816298225145708356931476622883989628013391990551829945157815154;ÂÙÌÁ ÏÂÅÝÁÎÁ ÎÁÇÒÁÄÁ × 100$.üÔÁ ÉÓÔÏÒÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÉÌÁÓØ Ó�ÕÓÔÑ 17 ÌÅÔ × 1994 Ç., ÓÍ. [6℄, ËÏÇÄÁD. Atkins, M. Gra�, A. K. Lenstra É P. C. Leyland ÓÏÏÂÝÉÌÉ Ï ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅÆÒÁÚÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × [2℄. ïÎÁ1) ÂÙÌÁ ×ÙÎÅÓÅÎÁ × ÚÁÇÏÌÏ×ÏË ÓÔÁÔØÉ [6℄,Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ p É q ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁ×ÎÙÍÉp =3490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577;q =32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533:éÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅÓÑ ÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÄÅÔÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄. úÄÅÓØÖÅ ÍÙ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ 129-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÂÙÌ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ1)The magi
 words are squeamish ossifrage. ðÒÉ×ÅÄ£Í �ÅÒÅ×ÏÄ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÕ, �Ï ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÕÀ ÆÒÁÚÕ:squeamish | ÂÒÅÚÇÌÉ×ÙÊ, �ÒÉ×ÅÒÅÄÌÉ×ÙÊ, ÏÂÉÄÞÉ×ÙÊ;ossifrage | ÓËÏ�Á (×ÉÄ �ÔÉ�Ù ÔÉ�Á ×Ù�É).



92 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÍÅÔÏÄÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÅÛÅÔÁ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏËÏÌÏÓÓÁÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ, ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑ×ÛÅÊÓÑ ÞÅÔÙÒØÍÑ Á×ÔÏÒÁÍÉ�ÒÏÅËÔÁ, É �ÒÏÄÏÌÖÁ×ÛÅÊÓÑ �ÏÓÌÅ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÏÔÏ×ËÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ 220 ÄÎÅÊ, ÎÁ ÄÏÂÒÏ×ÏÌØÎÙÈ ÎÁÞÁÌÁÈ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÏËÏÌÏ600 ÞÅÌÏ×ÅË É �ÒÉÍÅÒÎÏ 1600 ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ×, ÏÂßÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÓÅÔØÀ Inter-net. îÁËÏÎÅ�, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÍÉÑ × 100$ ÂÙÌÁ �ÅÒÅÄÁÎÁ × Free SoftwareFoundation.ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÓÈÅÍÁ RSA ÓÔÁ×ÉÔ ÒÑÄ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ É �Ï-�ÒÏÂÕÅÍ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÎÉÖÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÂÏÌØÛÉ-ÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ×ÅÄØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ �Ï 65 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ×? ëÁË ×ÙÞÉÓÌÑÔØÏÇÒÏÍÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ? þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ? çÄÅ ×ÚÑÔØ ÂÏÌØÛÉÅ�ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ? ëÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ × 65 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈÚÎÁËÏ×? óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)? ÷ÅÄØ, ÅÓ-ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ (2), ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ d ÉÌÉ ÎÅÒÁÚÌÁÇÁÑ ÞÉÓÌÏ m ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÄÁ ÅÝ£ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÂÙÓÔÒÏ, ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ RSA ÒÁÚ×ÁÌÉ×ÁÅÔÓÑ. îÁ×ÅÒÎÏÅ, ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÍÏÇÕÔ�ÒÉÊÔÉ × ÇÏÌÏ×Õ É ÄÒÕÇÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ.îÁÞÎÅÍ Ó ËÏÎ�Á. úÁ 17 ÌÅÔ, �ÒÏÛÅÄÛÉÈ ÍÅÖÄÕ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑÍÉ ÒÁÂÏÔ[2℄ É [6℄, ÎÉËÔÏ ÔÁË É ÎÅ ÓÍÏÇ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ Á×ÔÏÒÁÍÉ RSAÆÒÁÚÕ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ RSA, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÅ. îÉÖÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÅÏ-ÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÊ.íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ, ËÁË ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÂÏÌØÛÉÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁ-ÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÖËÅ ä. ëÎÕÔÁ [7, ÇÌ. 4℄. úÁÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÂÌÏËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ ÍÏÖÅÔÏ�ÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÍÙ Ï�ÅÒÉÒÕÅÍ Ó �ÉÆÒÁÍÉ, ËÏÇÄÁ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ×ÒÕÞÎÕÀ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ. óÏÚÄÁÎÙ É �ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÄÁÖÅÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÑÚÙËÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ. õËÁÖÅÍ ÚÄÅÓØ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ | PARI É UBASIC. üÔÉ ÑÚÙËÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÉÈ �ÏÌÕÞÉÔØ × �ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ,ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [19℄.



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 932. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÉÎÑÔÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×ÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ÓÌÏÖÅÎÉÊ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÉÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÅÄ-�ÉÓÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙÞÉÓÅÌ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ Ä×Á ÓÔÏÚÎÁÞ-ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ Ä×Á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ, ÈÏÔÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ É× ÔÏÍ, É × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÅÝ£ É ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÞÉÓÅÌ, Ó×ÏÄÑ ÄÅÌÏ ËÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÂÉÔÏ×ÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ, Ô. Å. Ï�ÅÎÉ×ÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó �ÉÆÒÁÍÉ 0 É 1, × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔ �ÅÌÅÊ Á×ÔÏÒÁ É Ô.Ä.îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÓÔÒÁÎÎÙÍ ÔÁËÖÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÉ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉ-ÔÁÎÉÑ. öÉÔÅÊÓËÉÊ Ï�ÙÔ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÈ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÖÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÌÉ ÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÔÓÑ ÎÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÂÉÔÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÞÅÍ ÎÁ ÓÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ËÎÉÇÅ [8℄Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ û£ÎÈÁÇÅ { ûÔÒÁÓÓÅÎÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×Á-ÅÍÏÍ ÂÙÓÔÒÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ, É ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ O(n lnn lnlnn) ÂÉÔÏ-×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. �ÁËÉÍÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÂÉÔÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÄÅ-ÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Ä×ÕÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n�ÉÆÒÁÍÉ. äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈÞÉÓÅÌ ÔÒÅÂÕÅÔ O(n) ÂÉÔÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.çÏ×ÏÒÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×É-ÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ È×ÁÔÁÅÔ ÉÎ-ÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ. æÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÖÅ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÞØÉÄ£Ô ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÓÍ. ×ÓÔÁÔØÅ [9℄.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ó Ï�ÅÎ-ËÁÍÉ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. úÄÅÓØ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÓÔÁÒÁÑÓØ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÂßÑÓÎÉÔØÓÍÙÓÌ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ad (mod m) ÚÁ O(lnm) ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ a É d ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ m.



94 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏ1. áÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ad (mod m).1) ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ d × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ d = d02r+· · ·+dr−12++ dr, ÇÄÅ di, �ÉÆÒÙ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ, ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 1, d0 = 1.2) ðÏÌÏÖÉÍ a0 = a É ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ i = 1; : : : ; r ×ÙÞÉÓÌÉÍai ≡ a2i−1 · adi (mod m):3) ar ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ×ÙÞÅÔ ad (mod m).ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑai ≡ ad02i+···+di (mod m);ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï i.�ÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m É ÜÔÏÔ ÛÁÇ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ r 6 log2m ÒÁÚ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÅÎÅÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(lnm).÷ÔÏÒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉÄ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ-ÔÅÌØ (a; b).2. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ.1) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ r | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ a ÎÁ b, a = bq + r, 0 6

6 r < b.2) åÓÌÉ r = 0, ÔÏ b ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ.3) åÓÌÉ r 6= 0, ÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ 〈a; b〉 �ÁÒÏÊ 〈b; r〉 É �ÅÒÅÊÄÅÍ ËÛÁÇÕ 1.îÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÑÓØ ÎÁ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÉ, �ÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ-ÈÏÄÉÔ (a; b), ÜÔÏ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ (a; b) Ó�ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 5p Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÅ-ÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÇÄÅ p ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ r0 = a > b É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ r1; r2; : : : ; rn |�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÛÁ-ÇÁ 1 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ. �ÏÇÄÁr1 = b; : : : ; 0 6 ri+1 < ri; i = 0; 1; : : : n− 1:ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ u0 = 1; u1 = 1; uk+1 = uk + uk−1; k > 1, | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï i ÏÔ i = n−1 ÄÏ i = 0 ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ri+1 > un−i. á ÔÁË ËÁË un > 10(n−1)=5, ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á10p > b = r1 > un > 10(n−1)=5 É n < 5p+ 1.



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 95îÅÍÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÁ×É× ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÅ-ÛÁÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax ≡ 1 (mod b) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ (a; b) = 1. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÏÉÓËÕ �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+ by = 1.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+ by = 1.0) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ E = (1 00 1).1) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ r | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ a ÎÁ b, a = bq + r; 0 6

6 r < b.2) åÓÌÉ r = 0, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù E ÄÁ£Ô ×ÅËÔÏÒ (xy)ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.3) åÓÌÉ r 6= 0, ÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ E ÍÁÔÒÉ�ÅÊ E ·
(0 11 −q).4) úÁÍÅÎÉÍ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ 〈a; b〉 �ÁÒÏÊ 〈b; r〉 É �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÛÁÇÕ 1.åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ Ek ÍÁÔÒÉ�Õ E, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏ-ÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÅÒÅÄ ÛÁÇÏÍ 2 �ÏÓÌÅ k ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÛÁÇ 1), ÔÏ ×ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈a; b〉 ·Ek = 〈rk−1; rk〉. åÇÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ�Ï k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÉÍÅÅÍ rn = 1, É ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÁ£Ô ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax + by = 1.âÕË×ÏÊ n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÔÏÞ-ÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×ËÌÉÄÁ.�ÒÉ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÒÑÄÕ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. üÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÎÏÓÑÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [9℄). åÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅÉÚ ÞÉÓÅÌ, �ÏÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔm, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÜÔÏÇÏ ÔÉ�Á Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(ln
m) , ÇÄÅ 
| ÎÅËÏÔÏ-ÒÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ÷Ï ×ÓÅÈ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÁÈ 
 = 1.ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ | ÂÏÌØÛÁÑ ÒÅÄËÏÓÔØ. äÁÉ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ, ÎÏ �ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.éÎÏÇÄÁ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÓÅ ÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ, �ÅÓÌÉ �Ï×ÅÚÅÔ�, ÂÙÓÔÒÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÕ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ Ï�ÅÎ-ËÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ. ïÂÙÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ



96 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÄÏÌÇÏ. îÏ ÕÄÁÞÎÙÊ ×ÙÂÏÒ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÙÓÔÒÏÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁ-ÂÏÔÙ. �ÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÈÏÒÏÛÉÈ� ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ××ÅÌÉËÏ, ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÉÍÅÀÔÈÏÒÏÛÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ×.ëÁË �ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏ-ÄÕÌÀ. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ, Éf(x) ∈ Z[x℄ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑf(x) ≡ 0 (mod p): (8)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÅÞØ ÍÏÖÅÔ ÉÄÔÉ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÅÓÌÉÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÒÁ×ÎÁ 2. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÙÓËÁÔØ× �ÏÌÅ Fp = Z=pZ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(x) = 0.óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄ-ÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xp−x. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÉ× ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d(x) = (xp−x; f(x)), ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(x), ÍÎÏÖÅÓÔ-×Ï ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ × �ÏÌÅ Fp ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x), �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙ. åÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎd(x) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, Ô. Å. ÌÅÖÉÔ × �ÏÌÅ Fp, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ,ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d(x) ÕÄÏÂÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
(x) ≡ xp (mod f(x)), �ÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, �ÏÄÏÂÎÙÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ p �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑÂÏÌØÛÉÍ). á ÚÁÔÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØd(x) = (
(x)−x; f(x)). ÷Ó£ ÜÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÓÕÖÄÁÑ ÄÁÌÅÅ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (8), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Fp[x℄ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x) = (x− a1) · : : : · (x− an); ai ∈ Fp; ai 6= aj:4. áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) × ËÏÌØ-�Å Fp[x℄.1) ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ Æ ∈ Fp.2) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ g(x) = (f(x); (x+Æ) p−12 −1).3) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ f(x), ÔÏ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 97ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ É Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x).4) åÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ g(x) = 1 ÉÌÉ g(x) = f(x), ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ ËÛÁÇÕ 1 É, ×ÙÂÒÁ× ÎÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Æ, �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(ln p), ÅÓ-ÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ �ÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÉ d(x). ÷ÙÑÓÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÓËÏÌØ ÄÏÌÇÏ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ Æ, �ÏËÁÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(x).ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (t + a1) p−12 = (t + a2) p−12 × �ÏÌÅ Fp ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p−32 . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ⊂ Fp, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÏ× Æ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(Æ + a1) p−12 6= (Æ + a2) p−12 ; Æ 6= −a1; Æ 6= −a2;ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ p−12 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ Fp ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× b p−12 = 1,ÌÉÂÏ b p−12 = −1, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Æ ∈ D ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1; a2 ÂÕÄÅÔËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x+ Æ) p−12 −1, Á ÄÒÕÇÏÅ | ÎÅÔ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÆÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x).éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ p−12 �ÕÄÁÞÎÙÈ� ×ÙÂÏÒÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁ Æ, �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ �ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ� ×ÙÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÆ ∈ Fp, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÒÁÚÌÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ�ÏÓÌÅ k �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ 1{4, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−k. ÷ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ Ó ÒÏÓÔÏÍ k ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ. é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ Ä×ÁËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). ðÒÉ n > 2 ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÝ£ ÍÅÎØÛÅ.âÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ï�ÅÎÏË á. ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÏ× �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÎÅ ÒÁÓ�ÁÓÔØÓÑÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÉ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍ �ÒÏÈÏÄÅ ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ 1{4, ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−n + O(p−1=2). úÄÅÓØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × O(·) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n. äÅÔÁÌÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÍ. × [26℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÅÎËÉ á. ÷ÅÊÌÑ (ÓÍ. [11℄).÷ ËÎÉÇÅ [7℄ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ âÅÒÌÅËÜÍ�Õ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8), ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ O(pn3) ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÓ�ÏÌÅÚÅÎ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ p, Á×ÏÔ �ÒÉ ÍÁÌÅÎØËÉÈ p É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ n ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏ.



98 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏåÓÌÉ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ (8) ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ p ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÍÏÄÕ-ÌÅÍ m, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ. éÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Å£ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏ-×ÁÎÙ ÎÁ Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ (8) �Ï �ÒÏÓÔÙÍÍÏÄÕÌÑÍ | ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ m, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉ-ÓÌÁ m ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÞÔÏ, ËÁË ÕÖÅ ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.3. ëÁË ÏÔÌÉÞÉÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ �ÒÏÓÔÏÇÏóÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ, ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. óÏÇÌÁÓÎÏÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ N �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ a, ÎÅÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ N , ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅaN−1 ≡ 1 (mod N): (9)åÓÌÉ ÖÅ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ a ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ N | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ðÒÏ×ÅÒËÁ (9) ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌØÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÜÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ 1. ÷Ï�ÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ N�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ (9). íÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÑ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÒÑÄ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 2. éÌÉ�Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 1 < a <N . ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁ£Ô ÔÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ. éÍÅ-ÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ N , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (9) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏa Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (a;N) = 1. �ÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 561 = 3 · 11 · 17. �ÁË ËÁË 560 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2, 10, 16, ÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÌÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 561 ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (Carmi
hael,1912), ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ N = p1 · : : : · pr, r > 3,ÇÄÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ pi ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÒÉÞÅÍ N − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØpi − 1. ìÉÛØ ÎÅÄÁ×ÎÏ, ÓÍ. [12℄, ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ.÷ 1976 Ç. íÉÌÌÅÒ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÏ×ÅÒËÕ (9) �ÒÏ×ÅÒËÏÊ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ ÉÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ. äÅÔÁÌÉ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [10℄.åÓÌÉ N | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, N − 1 = 2s · t, ÇÄÅ t ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁ-ÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (a;N) = 1 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ(at − 1)(at + 1)(a2t + 1) · : : : · (a2s−1t + 1) = aN−1 − 1



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 99ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ N . ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÔ-ÌÉÞÁÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ �ÒÏÓÔÙÈ.ðÕÓÔØ N | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, N − 1 = 2s · t, ÇÄÅ t ÎÅÞ£ÔÎÏ.îÁÚÏ×ÅÍ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, 1 < a < N , �ÈÏÒÏÛÉÍ� ÄÌÑ N , ÅÓÌÉ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:�) N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a;�) at ≡ 1 (mod N) ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ k, 0 6 k < s, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏa2kt ≡ −1 (mod N):éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÈÏÒÏÛÉÈ ÞÉÓÅÌ a. åÓÌÉ ÖÅ N ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÌ òÁÂÉÎ, ÉÈÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 34(N − 1).�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊ ÓÏ-ÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ �ÒÏÓÔÙÈ.5. áÌÇÏÒÉÔÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÎÅ�ÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÌÁ.1) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÏ a, 1 < a < N , É �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �) É �).2) åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.3) åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÏÂÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ �) É �), ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÛÁÇÕ 1.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏËÁË ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ �ÏÓÌÅ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÛÁÇÏ× 1{3 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ 4−1. á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ �ÏÓÌÅ k �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4−k, Ô. Å. ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ.íÉÌÌÅÒ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(ln3N), ÏÄÎÁËÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÅÇÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ �) É �) ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; 2 6 a 6 70 ln2N .åÓÌÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ a ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ �) ÉÌÉ �), ÞÉÓÌÏ N ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ�ÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ,ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ, ÓÍ. [5℄, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×-ËÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ. ïÎÉ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ðÕÓÔØ m > 2 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎË�ÉÑ � : Z → C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÏÍ äÉÒÉÈÌÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ m, ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÉÓÌÁÈ, ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÈ Ó m, É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ u; v ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(uv) = �(u)�(v). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ '(m)



100 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÈÁÒÁËÔÅÒÏ× äÉÒÉÈÌÅ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. åÄÉÎÉÞÎÙÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ �0,ÒÁ×ÎÙÊ 1 ÎÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÁÈ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó m, É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �Å-ÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ðÏÒÑÄËÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×.ó ËÁÖÄÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ L-ÆÕÎË-�ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ | ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ s, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÒÑ-ÄÏÍ L(s; �) = ∞∑n=1 �(n)ns . óÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s >> 1 É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ L(s; �0) = �(s)∏p|m(1 − p−s) Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ L-ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÇÌÁ×ÎÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ, Ó ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ òÉÍÁÎÁ�(s) = ∞∑n=0 1ns . òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ ÎÕÌÉ ×ÓÅÈ L-ÆÕÎË�ÉÊ äÉÒÉÈÌÅ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × �ÏÌÏÓÅ 0 < Re s < 1,ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ Re s = 12 . ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÅÊ-ÛÁÑ ÆÏÒÍÁ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-ÀÝÁÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÆÁËÔ Ï ÎÕÌÑÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ.÷ 1952 Ç. áÎËÅÎÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ ÄÏËÁÚÁÌ,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ a,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 2 6 a 6 70 ln2 q. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 70 ÂÙÌÁ ÓÏ-ÓÞÉÔÁÎÁ �ÏÚÄÎÅÅ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁíÉÌÌÅÒÁ. ÷ 1957 Ç. âÅÒÄÖÅÓÓ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ×ÙÞÅÔÁÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ, ÎÏ Ó ÈÕÄÛÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ2 6 a 6 q 14√e + ", Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ " É q, ÂÏÌØÛÅÍÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ".áÌÇÏÒÉÔÍ íÉÌÌÅÒÁ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ 5, ÔÁËËÁË �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N | ÓÏ-ÓÔÁ×ÎÏÅ, Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ òÉÍÁÎÁ É �Ï-ÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ. ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 5ÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ×�ÏÌÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÉÔÅÌØÎÏ. 4. ëÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌØÛÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁíÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÚÄÅÓØ ÉÓÔÏÒÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ËÎÉÇÅ [7℄ É ÏÂÚÏÒÁÍ [10, 11℄. ëÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÂÏÌØÛÉÅ �ÒÏÓÔÙÅÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 101ÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ ×ÅÌÉÞÉÎ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÔÅÒÑÌÁ ÂÙ ×ÓÑËÉÊ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ RSA.îÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ N , S | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, N − 1 == S · R, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ q ÞÉÓÌÁ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏaN−1 ≡ 1 (mod N); (aN−1q − 1; N) = 1: (10)�ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p ÞÉÓÌÁ N ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀp ≡ 1 (mod 2S):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ N , Á q | ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ S. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × �ÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× Fp Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑaN−1 = 1; aN−1q 6= 1; ap−1 = 1: (11)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÕË×ÏÊ r �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å�ÏÌÑ Fp. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (11) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ q ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ r × ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ N − 1, Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅ | ÞÔÏ p − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ r. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ S ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ p − 1 × ÓÔÅ�ÅÎÉÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ × S, ÔÁË ÞÔÏ p− 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ S. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, p− 1 Þ£ÔÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É R 6 4S + 2, ÔÏN | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ N ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ 2S+1. îÏ ÔÏÇÄÁ (2S+1)2 6 N = SR+1 6 4S2+2S+1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÉÍÅÑ ÂÏÌØ-ÛÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ S, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅÅ �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ N . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R ÎÁ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔËÅ S 6 R 6 4S+2 É �ÏÌÏÖÉÍ N = SR+1. úÁÔÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÞÉÓÌÏ NÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÍÁÌÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÅÇÏ ÎÁ ÍÁÌÙÅ �ÒÏÓÔÙÅÞÉÓÌÁ; ÉÓ�ÙÔÁÅÍ N ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ 5.åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ N | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØÎÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ R É Ï�ÑÔØ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÄÏ



102 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ ÞÉÓÌÏ N , ×ÙÄÅÒÖÁ×ÛÅÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÄÅÖÄÁ ÎÁÔÏ, ÞÔÏ N | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÓÌÅÄÕÅÔ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÏÓÔÏÔÕ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÔÅÓÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÙ 2.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ a, 1 < a < N , É�ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊaN−1 ≡ 1 (mod N); (aR − 1; N) = 1: (12)åÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ a ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N �ÒÏÓÔÏÅ. åÓÌÉ ÖÅÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a É �Ï×ÔÏÒÑÔØÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÓÔÙÍ. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, ÓËÏÌØ ÄÏÌÇÏ �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ a, �Ï-ËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ ÔÁËÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (12).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ, ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ×ÓÅÇÄÁ. �Å ÖÅ ÞÉÓÌÁ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ-ÒÕÛÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ aR ≡ 1 (mod N).ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xR = 1 × �ÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× FN ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ R ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ x = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 1 < a < N ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ R−1 ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (12). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ, ÞÔÏ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ a ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 1 < a < N ,�ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ N ÍÏÖÎÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ 1−O(S−1), ÎÁÊÔÉ ÞÉ-ÓÌÏ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, É ÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ N ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÂÕÄÅÔÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ N > S2, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØ-ÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �ÉÆÒ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ S. úÁÍÅÎÉ× ÔÅ�ÅÒØÞÉÓÌÏ S ÎÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ N É �Ï×ÔÏÒÉ× Ó ÜÔÉÍ ÎÏ×ÙÍ S ×ÓÅÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.îÁÞÁ× Ó ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ 10 ÄÅÓÑÔÉÞ-ÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ (�ÒÏÓÔÏÔÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÍÁÌÅÎØËÉÅ ÔÁÂÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ), É �Ï×ÔÏÒÉ× ÕËÁÚÁÎÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÕÖÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ.ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ×Ó×ÑÚÉ Ó ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ S 6 R 64S + 2, É ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ N = SR + 1 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÉÒÉÈÌÅ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÅÝ£ × 1839 Ç., �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ 2Sn + 1,n = 1; 2; 3; : : : ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÓ ÉÎÔÅ-



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 103ÒÅÓÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÅÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ï�ÅÎËÁÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÂÙÌÁ �ÏÌÕ-ÞÅÎÁ × 1944 Ç. à.÷.ìÉÎÎÉËÏÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 2Sn + 1ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ SC , ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉ-ÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, [13, ÓÔÒ. 272℄, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 
(") · S2+" �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ".�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÉËÁËÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÁÒÁÎÔÉÊÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N = SR+1, S 6 R 6 4S+2 ÎÅ ÓÕÝÅÓ-Ô×ÕÅÔ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ï�ÙÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ü÷í �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÅÞÉÓÌÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë Å£ÎÁÞÁÌÕ. õ�ÏÍÑÎÅÍ × ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ q Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2q + 1 ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ,Ô. Å. �ÒÏÓÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.ïÞÅÎØ ×ÁÖÅÎ × Ó×ÑÚÉ Ó Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ÷ÅÄØ ÕÂÅÄÉ×ÛÉÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ RÞÉÓÌÏ N = SR+1 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ R ×ÚÑÔØ ÒÁ×ÎÙÍR + 2 É ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ N .é ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ×Å-ÌÉËÏ, ÎÅÔ ÎÁÄÅÖÄÙ ÂÙÓÔÒÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N . ðÅÒÅÂÏÒ ÞÉÓÅÌR ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÁË ÍÙ ÎÁÔËÎÅÍÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÏËÁÖÅÔÓÑÓÌÉÛËÏÍ ÄÏÌÇÉÍ. ÷ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓÅ Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉ-ÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ pn É pn+1 × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏpn+1 − pn = O(p 3861+"n ), ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ.÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ëÒÁÍÅÒÁ (1936 Ç.), ÞÔÏpn+1−pn = O(ln2 pn), ÄÁÀÝÁÑ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉÅÍÌÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÊÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÎÁ ü÷í �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÈÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÌÏÔÎÏ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÔÏÇÁ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ �ÏÄÞÅÒËÎ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:ÅÓÌÉ �ÒÉÎÑÔØ ÎÁ ×ÅÒÕ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 2Sn + 1 �ÒÉ S 6 n 6

6 4S+2 Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(ln2 S), ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÏÔÙÓËÉ×ÁÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÑÈ ÓÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ, ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÜÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ



104 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÒÁÂÏÔÁÀÔ ×�ÏÌÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏ. îÁ ÏÂÙÞÎÏÍ �ÅÒÓÏÎÁÌØÎÏÍ ËÏÍ�ØÀ-ÔÅÒÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÚÁÔÒÁÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÏÒÑÄËÁ 10300.ëÏÎÅÞÎÏ, Ó�ÏÓÏÂ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÈÅÍÅ RSA ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÍÁÓÓÏ×ÙÍ, Á ÓÁÍÉ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ. üÔÏ ×ÎÏÓÉÔ ÒÑÄ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÏÓÌÏÖÎÅÎÉÊ × ÒÁÂÏÔÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ÷�ÒÏÞÅÍ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ ÍÁÓÓÕ ×ÁÒÉÁ�ÉÊ. ÷ÓÅ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ [14℄.îÁËÏÎÅ�, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ N−1, ÎÏ É ÄÅÌÉÔÅ-ÌÉ ÞÉÓÅÌ N+1, N2+1, N2±N+1. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÉÈ ÌÅÖÉÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an,ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ un+1 = aun,u0 = 1. 5. ëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÕåÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ × �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ É ÎÁÓÔÏÑ-ÝÅÇÏ �ÕÎËÔÏ×. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÍÙ ÏÂÌÁÄÁÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÎÅÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊÞÉÓÌÁ N − 1. üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÏ-ÔÙ N .÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ N , ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ �ÒÏÍÅÖÕÔ-ËÅ, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÔÕ, ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÒÅÛÁÅÔÕËÁÚÁÎÎÙÊ × �. 3 ÁÌÇÏÒÉÔÍ íÉÌÌÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏÓ ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�Ï-ÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ N ×ÙÄÅÒÖÁÌÏ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ 5 ÄÌÑ 100ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a, ÔÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ 1 − 4−100. üÔÁ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÅÄÉÎÉ�Å, ÏÄÎÁËÏ ×Ó£ ÖÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀÔÅÎØ ÓÏÍÎÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÌÁ N . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, Á ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ �Ï-ÄÒÏÂÎÅÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ × 1983 Ç. × ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 105áÄÌÅÍÁÎÁ, ðÏÍÅÒÁÎ�Á É òÁÍÅÌÉ [15℄. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÓÔÏÔÙ ÉÌÉÎÅ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ N ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÒÅÂÕÅÔ (lnN)
 lnlnlnN ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. úÄÅÓØ 
 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÁÑ. æÕÎË�ÉÑ lnlnlnN ÈÏÔØ É ÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍN , �ÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ. îÏ ×Ó£ ÖÅ ÅÇÏ �ÒÁË-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÕ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ × �ÅÒ×Ï-ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÌÉ ×ÎÅÓÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ è. ìÅÎÓÔÒÙ Éá. ëÏÅÎÁ [16, 17℄. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÎÉÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ áÄÌÅÍÁÎÁ { ìÅÎÓÔÒÙ.÷ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÌÅÖÉÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÉ�Á ÍÁÌÏÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, ÎÏ × ËÏÌØ�ÁÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÒÕÇÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ, Ô. Å. �ÏÌÅÊ,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÞÉÓÌÁÍÉ �p = e2�i=p | ËÏÒÎÑÍÉ ÉÚ 1. ðÕÓÔØq | �ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É 
 | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ q,Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÌÑ Fq, ËÏÔÏÒÁÑ�ÉËÌÉÞÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ q, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÉÎÄÅËÓ, indq x ∈ Z=(q − 1)Z, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÔÁËÖÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x ≡ 
indq x (mod q). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÌÅÅÄ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ p; q Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ q − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p2.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ,�(x) = { 0; ÅÓÌÉ q|x;� indq xp ; ÅÓÌÉ (x; q) = 1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ q É �ÏÒÑÄÏË ÜÔÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÒÁ×ÅÎ p.óÕÍÍÁ �(�) = −
q−1∑x=1�(x)�xq ∈ Z[�p; �q℄ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ çÁÕÓÓÁ. æÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙæÅÒÍÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ áÄÌÅÍÁÎÁ{ ìÅÎÓÔÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ N | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, (N; pq) = 1. �ÏÇÄÁ× ËÏÌØ�Å Z[�p; �q℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ�(�)N ≡ �(N)−N · �(�N ) (mod NZ[�p; �q℄):åÓÌÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁÈ p; q ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ,ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ N ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÏÎÏ ÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ ÞÉÓÌÁ N . óÏÂÒÁ× ÔÁËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ



106 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏp; q, × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÕÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ N ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ �ÒÏÓÔÏÊÄÅÌÉÔÅÌØ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ p = 2 ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀqN−12 ≡
( qN) (mod N); (13)ÇÄÅ ( qN)| ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ñËÏÂÉ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ q, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ �ÅÌÙÈ q, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó N . úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓÉÍ×ÏÌÁ ñËÏÂÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÚÁËÏÎÅ ×ÚÁ-ÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ É, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÉ�Á (13) ÄÁ£Ô ÎÅËÏ-ÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ ÞÉÓÌÁ N .ðÒÉÍÅÒ (è. ìÅÎÓÔÒÁ). ðÕÓÔØ N | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, (N; 6) = 1,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑaN−12 ≡

( aN) (mod N); �ÒÉ a = −1; 2; 3; (14)Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ b ÉÍÅÅÍbN−12 ≡ −1 (mod N): (15)ëÁË ÕÖÅ ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍN ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (14) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ a, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó N , Á ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ b ÅÓÔØ�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ N . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊÒÁ×ÎÏ '(N − 1), Ô. Å. ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ b Ó ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ (15) �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ N ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ (15).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ (14{15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØr ÞÉÓÌÁ N ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊr ≡ 1 (mod 24) ÉÌÉ r ≡ N (mod 24): (16)îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ r | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷×ÅÄÅÍÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ N − 1 = u · 2k, r − 1 = v · 2m, ÇÄÅ u É v | ÎÅÞ£ÔÎÙÅÞÉÓÌÁ. éÚ (15) É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ br−1 ≡ 1 (mod r) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m > k. äÁÌÅÅ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ (14), ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ
( aN) = ( aN)v ≡ auv2k−1 (mod r); (ar) = (ar)u ≡ auv2m−1 (mod r);



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 107ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ (× ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ñËÏÂÉ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÌÉÛØ −1ÉÌÉ +1), ÞÔÏ
( aN)2m−k = (ar):ðÒÉ m > k ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (ar) = 1 �ÒÉ a = −1; 2; 3, É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r ≡ 1 (mod 24). åÓÌÉ ÖÅ m = k, ÔÏ ÉÍÅÅÍ ( aN) = (ar) Ér ≡ N (mod 24). üÔÉÍ (16) ÄÏËÁÚÁÎÏ.éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p É q Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ï�ÉÛÅÍ (ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏ) ÓÈÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ áÄÌÅÍÁÎÁ { ìÅÎÓÔÒÙ ÄÌÑ �ÒÏ-×ÅÒËÉ �ÒÏÓÔÏÔÙ N :1) ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p1; : : : ; pk É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ q1; : : : ; qs ÔÁËÉÅ, ÞÔÏÁ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ qj − 1 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑÓÒÅÄÉ p1; : : : ; pk É qj − 1 ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ;Â) S = 2q1 · : : : · qs > √N .2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p, q �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÅÓÔÙ, �ÏÄÏÂ-ÎÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. åÓÌÉ N ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÉÚÜÔÉÈ ÔÅÓÔÏ× | ÏÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ3) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÏÌØ-ËÏ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ N . á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ r ÞÉÓÌÁ N ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁr ≡ N j (mod S); 0 6 j < T = p1 · : : : · pk:4) �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÅÌÉ N . åÓ-ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ N | �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ.åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ N ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ r,ÍÅÎØÛÉÊ √N < S, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÁÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ×.éÍÅÎÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ 4) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.ðÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

{p} = {2; 3; 5; 7} É {q} = {3; 7; 11; 31; 43; 71; 211};ÔÏ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÅÌ N < 8;5 · 1019.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÅ [15℄ ÄÌÑ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, Á ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× É ÔÁË



108 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ñËÏÂÉ. óÕÍÍÁ ñËÏÂÉJ(�1; �2) = −
q−1∑x=2�1(x)�2(1− x)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �1; �2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ q. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÙÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË p, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ñËÏÂÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÌØ�Õ

Z[�p℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ p, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÅÌÉ-ËÉ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ñËÏÂÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ × �ÏÌÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ çÁÕÓÓÁ. üÔÏ ÇÌÁ×ÎÁÑ �ÒÉ-ÞÉÎÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ ñËÏÂÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÒÉ�1�2 6= �0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅJ(�1; �2) = �(�1) · �(�2)�(�1 · �2) ;Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÓÕÍÍÙ çÁÕÓÓÁ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ñËÏÂÉ É �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÕÍÍ ñËÏÂÉ (ÓÍ. [16℄). �ÁË, �ÒÉ p = 3 Éq = 7 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ N , ÏÔÌÉÞ-ÎÙÈ ÏÔ 2, 3, 7, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ(−3� − 2)[N3 ℄ · (3� + 1)[ 2N3 ℄ ≡ � (mod NZ[�℄);ÇÄÅ � = e2�i=3 É � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÅÎØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÉÚ 1.÷ 1984 Ç. × ÒÁÂÏÔÅ [17℄ ÂÙÌÏ ×ÎÅÓÅÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ× ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÅÅ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌq− 1 ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÂÒÁ× ÞÉÓÌÏT = 24 · 32 · 5 · 7 = 5040 É ×ÚÑ× S ÒÁ×ÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ qÓ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ T ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q − 1, �ÏÌÕÞÉÍ S > 1;5 · 1052, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÅÌ N , ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÔÎÅÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ×.ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ × �ÏÌÑÈ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ËÏÒÎÑÍÉÉÚ 1 ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 16, 9, 5 É 7.íÏÊ �ÅÒÓÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ Ó �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ Pentium-150, �ÏÌØÚÕÑÓØÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ UBASIC, ÄÏËÁÚÁÌ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ 65 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÒÉ-ÍÅÒÅ òÉ×ÅÓÔÁ, ûÁÍÉÒÁ É áÄÌÅÍÁÎÁ (ÓÍ. �ÕÎËÔ 1) ÚÁ 8 ÓÅËÕÎÄ. óÒÁ×ÎÅÎÉÅÜÔÉÈ 8 ÓÅËÕÎÄ É 17 ÌÅÔ, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × �ÒÉÍÅÒÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×�ÅÞÁÔÌÑÅÔ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÔÒÕÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ëÁË ÕÖÅ ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ,ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (lnN)
 lnlnlnN . ïÄÎÁËÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ S É T , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÅ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 109ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÎÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ N . äÏËÁÚÁÎÏ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÅ ÞÉÓÅÌ S É T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÅÓÔØ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÔÕ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁN 
 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 1− 2−k ÚÁ O(k(lnN)
 lnlnlnN ) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. á × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ �ÒÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ S É T .6. ëÁË ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉíÙ ÌÉÛØ ËÒÁÔËÏ ËÏÓÎÅÍÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ, ÏÔÓÙÌÁÑ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ Ë ËÎÉÇÁÍ [7,18, 19℄. óÒÅÄÉ ÍÎÏÇÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÕ ÌÉÎÉÀ ÒÁÚ-×ÉÔÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ×ÅÌÁ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ RSA.ðÏÉÓËÏÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ ÕÖÅ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÁ ×ÙÄÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÕÞ£ÎÙÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ æÅÒÍÁ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÊ, ËÔÏ�ÒÅÄÌÏÖÉÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ N × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× N = x2 − y2, Á ÚÁÔÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ (N;x− y), �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ ÎÅÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ N . ïÎ ÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ É Ó�ÏÓÏÂ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÎÁÊÔÉÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÎÅ ÏÞÅÎØ ÏÔ-ÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÉÈ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ �ÒÏÓÔÏÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ìÅÖÁÎÄÒ ÏÂÒÁÔÉÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅx2 ≡ y2 (mod N): (17)ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÅÍÕ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÔØ N ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÊÌÅÒ É çÁÕÓÓ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (17). ìÅÖÁÎÄÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ [b0; b1;b2; : : : ℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ. üÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍx0 = �; bi = [xi℄; xi+1 = 1xi − bi ; i = 0; 1; 2; : : : :ìÅÖÁÎÄÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÄÒÏÂØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. åÓÌÉ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÞÉÓÌÏ � = √N ,ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ xi ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ xi = √N + PiQiÓ �ÅÌÙÍÉ Pi; Qi, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅÇÄÁ 0 6 Pi < √N , 0 < Qi < 2√N . ó ËÁÖÄÏÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ



110 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏÞÉÓÅÌ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, AiBi , i > 0, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ �Ï�ÒÁ×ÉÌÁÍ Ai+1 = bi+1Ai +Ai−1; Bi+1 = bi+1Bi +Bi−1; i > 0;A0 = b0; B0 = A−1 = 1; B−1 = 0É ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÒÁÚÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. åÓÌÉ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÒÁÚÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ � = √N , ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅA2i−1 −NB2i−1 = (−1)iQi; (18)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ A2i−1 ≡ (−1)iQi (mod N): (19)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ �ÅÒÉÏÄÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÞÉÓÌÁ � =√N ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÏÊ É ÄÏÓÔÉÇÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎ �ÏÒÑÄËÁ √N .÷ 1971 Ç. ûÅÎËÓ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19) ÄÌÑ ËÏÎÓÔÒÕ-ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ (17). åÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÏÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ i ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Qi = R2 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÅÌÏÍ R,ÔÏ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ 〈Ai−1; R〉 ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ (17) É Ó Å£ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏÎÁÄÅÑÔØÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.÷ 1975 Ç. íÏÒÒÉÓÏÎ É âÒÉÌÌÈÁÒÔ ÓÔÁÌÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19)�ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ, ÍÅÔÏÄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, �ÏÚ×ÏÌÉÌ×�ÅÒ×ÙÅ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÅÄØÍÏÅ ÞÉÓÌÏ æÅÒÍÁ F7 = 2128 + 1.äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ
{p1; p2; : : : ; ps}. ÷ ÎÅ£ ×ÈÏÄÑÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÏÍ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (Npi) = 1. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏÓ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (18), × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ QiÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÌÉÛØ ÔÅ �ÒÏÓÔÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ×ÙÞÅÔÏÍ.îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ËÁÖÄÏÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Qi ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÞÉÓÌÁ p1; p2; : : : ; ps É, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ, ÔÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ. éÎÁÞÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ(−1)iQi = (−1)a0 s∏j=1 pajj : (20)üÔÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ i ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ (a0; a1; : : : ; as) (×ÅËÔÏÒ �ÏËÁÚÁÔÅ-ÌÅÊ). úÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Qi+1, É Ó ÎÉÍ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÅÔÓÑ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÁÑ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ.



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 111üÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ s+2×ÅËÔÏÒÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ. ÷ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÍÁÔÒÉ�Å �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ×ÅËÔÏÒÁ-ÓÔÒÏËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÞ£ÔÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 2(b0; b1; : : : bs). åÓÌÉ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ×ÅË-ÔÏÒÏ×, ×ÏÛÅÄÛÉÈ × ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ, ÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ (19),ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(
∏i∈�Ai−1)2

≡




s∏j=1 pbjj 2 (mod N):åÓÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ N ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ É Ô. Ä.÷ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÙÌ ×ÎÅÓÅÎ ÒÑÄ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÊ: ×ÍÅÓÔÏ √NÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÞÉÓÌÏ √kN , ÇÄÅ ÍÁÌÅÎØËÉÊÍÎÏÖÉÔÅÌØ k �ÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÂÁÚÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÏÛÌÉ ×ÓÅ ÍÁ-ÌÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ; ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÒÁÎÎÅÇÏ ÏÂÒÙ-×Á É Ô. Ä. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÌÁ Ï�ÅÎÅÎÁ × 1982 Ç. ×ÅÌÉÞÉÎÏÊO(exp(√1;5 · lnN · lnlnN)). ðÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÒÑÄ�ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ × Ï�ÅÎËÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ lnN).÷ 1982 Ç. ðÏÍÅÒÁÎ�ÏÍ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÅÛÅÔÁ. åÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�Å-ÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ËÁË É × ÍÅÔÏÄÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÏ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1;5 �ÏÌÕÞÅÎÁ ÌÕÞÛÁÑ | 9=8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ m = [√N],Q(x) = (x + m)2 − N É ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÕ ÖÅ ÂÁÚÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÞÔÏ É × ÍÅÔÏ-ÄÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ×ÅÌÉÞÉÎÁ Q(x)ÂÕÄÅÔ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÅÌÉËÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÅÛÅÔÏ. ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÁx É ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Q(x) ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÓÒÁÚÕ ÏÔÓÅÉ×ÁÅÔ ÎÅÇÏÄÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÌÉÛØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ Q(x) ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÙ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁ× ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ B, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, ×ÈÏÄÑÝÅ-ÇÏ × ÂÁÚÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, É ËÁÖÄÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ a, Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ pa 6 BÎÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑ x Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Q(x) ≡ 0 (mod pa). íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÕË×ÏÊ �. éÔÁË, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ � ÎÁÊÄ£ÔÓÑÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÙ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅ ÏÄÉÎ, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ Q(x). �Å ÞÉÓÌÁ



112 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏx, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Q(x) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ,ÄÁÀÔ ÎÁÍ ×ÅËÔÏÒ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ, ËÁË É × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏËÁÖÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅ-ÌÁÔØ ÔÅ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÞÔÏ É × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.íÙ ËÒÁÔËÏ Ï�ÉÓÁÌÉ ÚÄÅÓØ ÌÉÛØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÏÍÉÍÏÜÔÏÇÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÅÍÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÎÁÌÏÇ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (20) ÉÍÅÅÔ×ÉÄ Q(x) = q1q2(−1)a0 s∏j=1 pajj (mod N): (21)÷ ÎÅÍ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÊ B1 < qi < B2. üÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ �ÒÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉÚÎÁÞÅÎÉÊ Q(x) ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÔÁÌÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄.ïÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ 5N , ÂÁ-ÚÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÉÚ −1 É 524338 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ, ÞÅÍB1 = 16333609. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ B2 = 230. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÏ-ÓÅÉ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ 112011 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (21) ÂÅÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ qi,1431337 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÉÍ ÔÁËÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ É 6881138 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊÓ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ. éÍÅÎÎÏ ÎÁ �ÏÉÓË ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÌÉÓØ 220 ÄÎÅÊ É ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÏÍ�ØÀ-ÔÅÒÏ×. îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (21) ËÏÍÂÉÎÉ-ÒÏ×ÁÌÉÓØ Þ£ÔÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, �ÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÒÁÂÏÔÁÔØÓ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÍÅÒÑÌÉÓØ ÓÏÔÎÑÍÉ ÔÙÓÑÞ ÂÉÔÏ×. üÔÏÔ×ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌ 45 ÞÁÓÏ× ÒÁÂÏÔÙ. õÖÅ ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ó Þ£Ô-ÎÙÍÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ �ÒÉ×£Ì Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.úÁËÌÀÞÅÎÉÅíÙ ÚÁÔÒÏÎÕÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÈ Ó ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ É Ï�ÅÎËÁÍÉ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. úÁÒÁÍËÁÍÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÄÁÖÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÙÅ ÄÌÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ×Ï�ÒÏÓÙÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ô. Å. �ÏÉÓËÁ ÞÉÓÅÌ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ a ≡ bx (mod p) �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÅÌÙÈ a, b, p, ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[20, 21℄. íÙ ÎÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÌÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÅÛÅÔÁ ÎÁ �ÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÒÅÛÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ), É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÈ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓÍ. [22,20, 25℄. éÍÅÎÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅÏ�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ exp(
(lnN)1=3(lnlnN)2=3). îÅ



áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ 113ÂÙÌÉ ÚÁÔÒÏÎÕÔÙ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ, Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËEa;b = {(x; y; z) ∈ (Z=mZ)3|y2z = x3 + axz2 + bz3};ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É �ÒÏ-×ÅÒËÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÕ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù(Z=mZ)∗, �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù Ea;b �ÒÉ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ m ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÅÌÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a, b. üÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ m ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅ-ÌÅÊ ÚÁ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ Ë ÓÔÁÔØÅ [23℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. óÅÒ. 3, �2, 1998. ó. 53{70.[2℄ Rivest R. L., Shamir A., Adleman L. A method for obtaining digitalsignatures and publi
 key 
ryptosystems // Commun. ACM. V.21, No 2,1978. P. 120{126.[3℄ Gardner M. A new kind of 
ipher that would take millions of years tobreak // S
i. Amer. 1977. P. 120{124.[4℄ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ× é. í. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. í.: îÁÕËÁ, 1972.[5℄ ëÁÒÁ�ÕÂÁ á. á. ïÓÎÏ×Ù ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. í.: îÁÕËÁ,1983 Ç.[6℄ Atkins D., Gra� M., Lenstra A. K. and Leyland P. C. The magi
 wordsare squeamish ossifrage // ASIACRYPT{94, Le
t. Notes in Comput. S
i.V. 917. Springer, 1995.[7℄ ëÎÕÔ ä. éÓËÕÓÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ü÷í. �.2: ðÏÌÕÞÉÓÌÅÎÎÙÅÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. í.: íÉÒ, 1977.[8℄ áÈÏ á., èÏ�ËÒÏÆÔ äÖ., õÌØÍÁÎ äÖ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. í.: íÉÒ, 1979.[9℄ ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ î. ð. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ // íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. óÅÒ. 3, �2, 1998. ó. 71{86.[10℄ Williams H. C. Primality testing on a 
omputer // Ars Combin., 5, 1978.P. 127{185. (òÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË, ×Ù�. 23,1986. ó. 51{99.)



114 à. ÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏ[11℄ ÷ÁÓÉÌÅÎËÏ ï. î. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ //ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË, ×Ù�. 25, 1988. ó. 162{188.[12℄ Alford W. R., Granville A., Pomeran
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íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊ∗1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ, × ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ ×�ÏÌÎÅ ÒÅÁÌØÎÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ.ä×Á ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Á ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÉ ÈÏÔÑÔ �ÏÌÏÖÉÔØ Å£ ÎÁ ÈÒÁÎÅÎÉÅ × ÓÅÊÆ.óÅÊÆ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ, Ó �ÉÆÒÏ×ÙÍ ÚÁÍËÏÍ ÎÁ 16 �ÉÆÒ. �ÁË ËÁË ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ-�Ù ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ ÏÎÉ ÈÏÔÑÔ ÚÁËÒÙÔØ ÓÅÊÆ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÏÔËÒÙÔØ ÅÇÏ ×ÍÅÓÔÅ, ÎÏ ÎÉËÁË ÎÅ �ÏÒÏÚÎØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÏÎÉ �ÒÉÇÌÁÛÁÀÔ ÔÒÅÔØÅ ÌÉ�Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÄÉÌÅÒÏÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÏÂÁ ÄÏ-×ÅÒÑÀÔ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÄÏÓÔÕ� Ë ÓÅÊÆÕ).äÉÌÅÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ 16 �ÉÆÒ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ËÌÀÞÁ�, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÒÙÔØÓÅÊÆ, É ÚÁÔÅÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Õ ×ÔÁÊÎÅ ÏÔ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ×ÙÅ8 �ÉÆÒ �ËÌÀÞÁ�, Á ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Õ ×ÔÁÊÎÅ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ | �ÏÓÌÅÄÎÉÅ8 �ÉÆÒ �ËÌÀÞÁ�. �ÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ×ÅÄØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Å× �ÏÌÕÞÉÌ ��ÏÌËÌÀÞÁ� É ÞÔÏÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÕÞÛÅ?! îÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀ-ÂÏÊ ÉÚ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Å×, ÏÓÔÁ×ÛÉÓØ ÎÁÅÄÉÎÅ Ó ÓÅÊÆÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÚÁ �ÁÒÕ ÍÉÎÕÔÎÁÊÔÉ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ��ÏÌËÌÀÞÁ� Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, �Å-ÒÅÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ËÌÀÞÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1íç�. ëÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ×ÙÈÏÄ | × Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÒÁÚÍÅÒÁ �ËÌÀÞÁ�, ÓËÁÖÅÍ, ×Ä×ÏÅ. îÏ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÊ,ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÙÈÏÄ, Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | Ë ÓÞÁÓÔØÀ)ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÉÌÅÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ Ä×ÅÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï 16 �ÉÆÒ × ËÁÖÄÏÊ, ÓÏÏÂÝÁÅÔ ËÁÖÄÏÍÕÉÚ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Å× ×ÔÁÊÎÅ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÇÏ� �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å�ËÌÀÞÁ�, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÒÙÔØ ÓÅÊÆ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÕÀ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 10 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÉÆÒ Ä×ÕÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. äÏ×ÏÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (É ÎÉÖÅ ÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ), ÞÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÏ×ÌÁÄÅÌØ�Å× ×ÓÅ 1016 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ËÌÀÞÅÊ� ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ×Å-ÒÏÑÔÎÙ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÉÈ, ÞÔÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÂÏ-ÌÅÅ �ÏÌÕÔÏÒÁ ÌÅÔ ÄÌÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, �ÅÒÅÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ËÌÀÞÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ100íç�.

∗òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òÏÓÓÉÊÓËÉÍ ÆÏÎÄÏÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ�96-01-00884). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(115{126)



116 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊé Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ, É Ó �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÏÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× É ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂ-ÝÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÓÈÅÍÁ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ÓÅËÒÅÔ� (óòó)�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ� ÓÅËÒÅÔ ÍÅÖÄÕ n ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÍÏÇÌÉ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÅËÒÅÔ (ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÏÓÔÕ�Á), Á ÎÅÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÅ | ÎÅ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏÊ Ë ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉÓÅËÒÅÔÁ. óòó Ó �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍÉ (É ÔÏÌØ-ËÏ ÏÎÉ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ).éÓÔÏÒÉÑ óòó ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 1979 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÂÙÌÁ �Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÁ É ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÒÅÛÅÎÁ ç. âÌÅÊËÌÉ [1℄ É á. ûÁÍÉÒÏÍ [2℄ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ (n; k)-óòó (Ô. Å. ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÌÀÂÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ k ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ×ÙÚ×ÁÌÉÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÉÄÅÁÌØÎÙÅ óòó, Ô. Å. ÔÁËÉÅ, ÇÄÅ �ÒÁÚÍÅÒ� ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÒÁÚÍÅÒÁ� ÓÅËÒÅÔÁ (Á ÍÅÎØÛÅ, ËÁËÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÏÎ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ). ïËÁÚÁÌÏÓØ [3℄, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ óòóÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÏÉÄ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, ÓÍ. × �. 4) É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÄÅÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÓÅËÒÅÔÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÒÁÚ-ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ óòó, ÏÄÎÁËÏ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÅÓØÍÁ �ÎÅÜËÏÎÏÍÎÙ�. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ �ÓÈÅÍ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÅËÒÅÔ�. ÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {L0; : : : ; Ln}ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓ×ÏÊÓÔ×Õ �×Ó£ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ�, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ {1; : : : ; n}ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {La : a ∈ A} ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L0 �ÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÍ ÔÏÌØËÏ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ 0. ÷�. 3 ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÚÁÄÁ£Ô �ÌÉÎÅÊÎÕÀ� óòó, Õ ËÏÔÏÒÏÊÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ {1; : : : ; n} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {La : a ∈ A} ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏL0 �ÅÌÉËÏÍ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÒÑÄ ×Ï�ÒÏÓÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ �ÏÌÅ K ËÏÎÅÞÎÏ (|K| = q) É ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á {L0; : : : ; Ln} ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× n ÄÌÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ (n; k)-óòó (k > 1)? éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× {h0; : : : ; hn} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ k ×ÅËÔÏÒÏ×,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÅËÔÏÒ h0, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÌÀÂÙÅ k + 1 ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÅËÔÏÒ h0, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï



íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ 117ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÍÕ, Ó×ÏÊÓÔ×Õ:ÌÀÂÙÅ k ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÌÀÂÙÅ k + 1 | ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×É-ÓÉÍÙ. �ÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÁË N -ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(N = n + 1) × ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ PG(k − 1; q), × ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÉËÅ ËÁË ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÉÌÙ k É ÉÎÄÅËÓÁ � = 1, × ÔÅÏÒÉÉËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁË �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ùíäò ËÏÄÏ× (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [4℄). ÷�. 3 ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó N = q+1, ÁÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÁÒÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÅ N , ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×: ÓÌÕÞÁÑ q < k, ËÏÇÄÁ N = k + 1,É ÓÌÕÞÁÑ q = 2m, k = 3 ÉÌÉ k = q − 1, ËÏÇÄÁ N = q + 2:2. òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�ÁîÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. éÍÅÅÔÓÑ n + 1 ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï S0;S1; : : : ;Sn É (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ) ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ P ÎÁ ÉÈÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ S = S0×· · ·×Sn. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Si. éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ��ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; n}, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÏÓÔÕ�Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÁÒÁ (P;S) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÏÊ óòó , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, ÅÓÌÉP (S0 = 
0|Si = 
i; i ∈ A) ∈ {0; 1} ÄÌÑ A ∈ �; (1)P (S0 = 
0|Si = 
i; i ∈ A) = P (S0 = 
0) ÄÌÑ A =∈ �: (2)üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S0 ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÅËÒÅÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅËÒÅÔ s0 ×ÙÂÉÒÁÅÔ-ÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p(s0), É ÉÍÅÅÔÓÑ óòó, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ� ÓÅËÒÅÔs0 ÍÅÖÄÕ n ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, �ÏÓÙÌÁÑ ��ÒÏÅË�ÉÉ� s1; : : : ; sn ÓÅËÒÅÔÁ Ó ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØÀ Ps0(s1; : : : ; sn). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ i-Ê ÕÞÁÓÔÎÉË �ÏÌÕÞÁÅÔ Ó×ÏÀ ��ÒÏ-ÅË�ÉÀ� si ∈ Si É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÒÕÇÉÈ ��ÒÏÅË�ÉÊ�,ÏÄÎÁËÏ ÚÎÁÅÔ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Si, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊp(s0) É Ps0(s1; : : : ; sn): üÔÉ Ä×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏ: P (s0; s1; : : : ; sn) = p(s0)Ps0(s1; : : : ; sn), ÞÔÏ É ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁ-ÎÏ ×ÙÛÅ. ãÅÌØ óòó, ËÁË ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ:Á) ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÉÚ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (Ô. Å. A ∈ �) ×ÍÅÓÔÅ ÍÏÇÌÉÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ | ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × Ó×ÏÊ-ÓÔ×Å (1);Â) ÕÞÁÓÔÎÉËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A (A =∈ �), ÎÅ ÍÏÇÌÉÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÂ s0, Ô. Å., ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ S0 = 
0, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ��ÒÏÅË�ÉÊ�Si �ÒÉ i ∈ A | ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2).



118 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊúÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ÷ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÄÌÑ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ ��ÏÒ�ÉÉ� ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, �ÏÓÙÌÁÅÍÏÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ óòó, ÂÙÌÉ ××ÅÄÅ-ÎÙ ÔÅÒÍÉÎÙ �share� (á. ûÁÍÉÒ) É �shadow� (ç. âÌÅÊËÌÉ). ðÅÒ×ÙÊ ÔÅÒÍÉÎÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÍ É Á×ÔÏÒ ÄÏÌÇÏ ÂÏÒÏÌÓÑ Ó ÓÏÂÌÁÚÎÏÍ �ÒÉ-×ÌÅÞØ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, �ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÇÏ �ÅÒÅ×ÏÄÁÓÌÏ×Ï �ÁË�ÉÑ�. îÅÁÄÅË×ÁÔÎÁÑ (×Ï ×ÓÅÈ ÓÍÙÓÌÁÈ) ÚÁÍÅÎÁ �ÁË�ÉÉ� ÎÁ ��ÒÏÅË-�ÉÀ� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÁ×ÄÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ.ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S0 ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÅËÒÅÔÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 0, 1 É2, ��ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: ÛÁÒÏÍ; ËÕÂÏÍ, Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; �ÉÌÉÎÄÒÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÙ ÏÓÉ Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÛÁÒÁ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÁ, É ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÒÁËÕÂÁ É ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ �ÉÌÉÎÄÒÁ, ÒÁ×ÎÙ. ðÅÒ×ÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË �ÏÌÕÞÁÅÔ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å Ó×ÏÅÊ �ÄÏÌÉ� ÓÅËÒÅÔÁ ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ XY , Á ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔØ XZ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÑÔ ÓÅËÒÅÔ, Á�ÏÒÏÚÎØ | ÎÅ ÍÏÇÕÔ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÁ óòó ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ, ÔÁË ËÁËÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÓÅËÒÅÔÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÌØËÏÄ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ ËÁË ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ �ÒÏÅË�ÉÑ | Ë×ÁÄÒÁÔ, ÔÏ ÛÁÒ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ).åÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔ (ÕÞÁÓÔÎÉË) x ∈ {1; : : : ; n} ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A∪x ÔÁËÖÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ,ÞÔÏ ÉÍ �ÒÏÓÔÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ �ÏÓÙÌÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ,ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏ-ÓÔÕ�Á �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ,Ô. Å. ÉÚ A ⊂ B;A ∈ � ÓÌÅÄÕÅÔ B ∈ �:ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á | (n; n)-�Ï-ÒÏÇÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ, Ô. Å. ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ×ÍÅÓÔÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÅËÒÅÔ, ÁÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÓÅËÒÅÔÅ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÄÅÁÌØÎÕÀ óòó, ×ÙÂÉÒÁÑ É ÓÅËÒÅÔ,É ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÉ ÉÚ ÇÒÕ��Ù Zq ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ q, Ô. Å. S0 = S1 == : : : = Sn = Zq: äÉÌÅÒ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ n − 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ Zq ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ xi É �ÏÓÙÌÁÅÔ i-ÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ(i = 1; : : : ; n − 1) ÅÇÏ ��ÒÏÅË�ÉÀ� si = xi, Á n-ÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ �ÏÓÙÌÁÅÔsn = s0 − (s1 + · · · + sn−1). ëÁÖÕÝÅÅÓÑ �ÎÅÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÉÅ� n-ÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÔÕÔ ÖÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×Ù�ÉÛÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ps0(s1; : : : ; sn), ËÏÔÏÒÏÅÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏ 1=qn−1, ÅÓÌÉ s0 = s1 + · · · + sn, É ÒÁ×ÎÏ 0 | × ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. �Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ × ÄÁÎ-



íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ 119ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ S0 ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
{Si : i ∈ A} �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å A.äÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ óòó, Ï�ÅÒÉÒÕÀÝÅÅ ÓÌÏ×ÁÍÉ �ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ�, ÎÉÖÅ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÏ, �ÏÞÔÉ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÒÕ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÄÌÑ �Ï-ÎÉÍÁÎÉÑ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ M × (n + 1)-ÍÁÔÒÉ�Á V , ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ×ÉÄ v = (v0; v1; : : : ; vn), ÇÄÅ vi ∈ Si, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊóòó, Á Å£ ÓÔÒÏËÉ | ��ÒÁ×ÉÌÁÍÉ� ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ s0 ÄÉÌÅÒ óòó ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÔÒÏ-ËÕ v ÉÚ ÔÅÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÒÁ×ÎÏ s0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉ�Á V ÚÁÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀóòó , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, ÅÓÌÉ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∈ � ÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù V ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ,ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A =∈ � É ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù V Ó ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ óòó, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ �ÁÒÏÊ(P;S), ÍÁÔÒÉ�Õ V; ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÔÒÏË s ∈ S, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ P (s) > 0. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1 �ÏÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ PÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, Á ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÑÚÙËÅ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. üÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ × ÍÁÔÒÉ�Å V �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÒÏËÉ,ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÅÊ P (s) | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÒÉÍÅÒ 2 (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔ-ÒÕË�ÉÀ (n; n)-�ÏÒÏÇÏ×ÏÊ óòó ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ ÑÚÙËÅ. óÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ-�Ù V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ s ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ −s0+s1+ · · ·+sn = 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ V ÚÁÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ óòó ÄÌÑ � = {1; : : : ; n}, ÔÁËËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ {1; : : : ; n} É ÌÀÂÙÈ ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù V ÓÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÏ qn−1−|A|.õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÈÅÍÙ �ÒÉÍÅÒÁ 2 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÅ£, ËÁË ÉÚ ËÉÒ�ÉÞÉËÏ×, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ óòó ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×,Ô. Å. ÄÌÑ A ∈ �; ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÏÒÏÇÏ×ÕÀ(|A|; |A|)-óòó, �ÏÓÌÁ× ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ i-ÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ ÓÔÏÌØËÏ ��ÒÏÅË�ÉÊ� sAi ,



120 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊÓËÏÌØËÉÍ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ. üÔÏ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË Ó×ÏÊÓÔ× ÍÁÔÒÉ�Ù V ÉÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ óòó ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁ. ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, �ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-ÎÁÑ� ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ �ÜËÏÎÏÍÎÁÑ�, É Õ ÄÁÎÎÏÊ óòó ÒÁÚÍÅÒ ��ÒÏÅË�ÉÉ� ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ×Ï ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅËÒÅÔÁ. üÔÕ ÓÈÅÍÕÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÊ, ÔÁË ËÁË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÅ (|A|; |A|)-óòó ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A,Ô. Å. ÄÌÑ A ∈ �min, ÇÄÅ �min | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ×ËÌÀÞÅÎÉÑ) ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ �. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ (n; n=2)-óòó ÒÁÚ-ÍÅÒ ��ÒÏÅË�ÉÉ� (ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÂÉÔÁÈ) ÂÕÄÅÔ × Cn=2n ∼ 2n=√2�nÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÅËÒÅÔÁ (ÜÔÏ ÎÁÉÈÕÄÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ,ÌÀÂÁÑ �ÏÒÏÇÏ×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏÓÔÕ�Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÉÄÅÁÌØÎÏ,Ô. e. �ÒÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÁÈ ��ÒÏÅË�ÉÉ� É ÓÅËÒÅÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ-×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÒÅ×ÙÛÅ-ÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ��ÒÏÅË�ÉÉ� ÎÁÄ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÓÅËÒÅÔÁ ÄÌÑ ÎÁÉÈÕÄÛÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙÄÏÓÔÕ�Á �ÒÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, R(n) = maxR(�), ÇÄÅmax ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ ÄÏÓÔÕ�Á � ÎÁ n ÕÞÁÓÔÎÉËÁÈ, Á R(�) =minmax log |Si|log |S0| , ÇÄÅ min ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ óòó, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÄÁÎÎÕÀ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, Á max | �Ï i = 1; : : : ; n. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ R(n) 6 Cn=2n . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÌÉÛØ ÎÅ-ÄÁ×ÎÏ [5℄, R(n) > n= log n. �ÁËÁÑ ÏÇÒÏÍÎÁÑ �ÝÅÌØ� ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊÏ�ÅÎËÏÊ ÄÁ£Ô, �Ï ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ �ÒÏÓÔÏÒ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ(Á×ÔÏÒ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ R(n) ÒÁÓÔÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÏÔ n).3. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ.îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ á. ûÁÍÉÒÏÍ [2℄ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑÓÅËÒÅÔÁ ÄÌÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�Á. ðÕÓÔØ K = GF (q) ËÏÎÅÞÎÏÅ �Ï-ÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, q = p|�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉK = Zp) É q > n: óÏ-�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ {a1; : : : ; an}É �ÏÌÏÖÉÍ a0 = 0. ðÒÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÅËÒÅÔÁ s0 ÄÉÌÅÒ óòó ÇÅÎÅÒÉÒÕ-ÅÔ k − 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ GF (q) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ fj (j = 1; : : : ; k − 1) É �ÏÓÙÌÁÅÔ i-ÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ (i = 1; : : : ; n)�ÅÇÏ� ÚÎÁÞÅÎÉÅ si = f(ai) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = f0 + f1x + · · · + fk−1xk−1,ÇÄÅ f0 = s0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k − 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ k ÔÏÞËÁÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ), ÔÏ ÌÀÂÙÅ k ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ×ÍÅÓÔÅÍÏÇÕÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅ-ËÒÅÔÁ ËÁË s0 = f(0). ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k − 1 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×,



íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ 121ÌÀÂÙÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÏÅË�ÉÊ si É ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁs0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ �ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ� ÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ si = f(ai) É s0 = f(0). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 2. �ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ� ÄÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÑÓÎÁ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ� × ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ:s = fH; (3)ÇÄÅ s = (s0; : : : ; sn); f = (f0; : : : ; fk−1), k × (n + 1)-ÍÁÔÒÉ�Á H = (hij) == (aj−1i ) É h00 = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ k ÓÔÏÌÂ�Ï× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù H ÒÁ×ÎÏq, É ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÏÂÅÝÁÎÎÏÇÏ × �. 1 ÚÎÁÞÅÎÉÑ q + 1 ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØÓÔÏÌÂÅ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÉ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ.÷ÏÚØÍ£Í × (3) × ËÁÞÅÓÔ×Å H �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ r×(n+1)-ÍÁÔÒÉ�Õ Ó ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ K. ðÏÌÕÞÁÅÍÕÀ óòó ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊóòó. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ óòó ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÏ-ÓÔÕ�Á �, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ h0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ××ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× {hj : j ∈ A}; ÇÄÅ hj ÜÔÏ j-ÙÊ ÓÔÏÌ-ÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù H: óÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù V , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ óòóÑ×ÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ (3), ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù H. ðÅ-ÒÅ�ÉÛÅÍ (3) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅsj = (f ;hj) ÄÌÑ j = 0; 1; : : : ; n;ÇÄÅ (f ;hj) | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× f É hj. åÓÌÉ A ∈ �, Ô. e.ÅÓÌÉ h0 =∑�jhj , ÔÏs0 = (f ;h0) = (f ;∑�jhj) =∑�j(f ;hj) =∑�jsjÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÅÇÏ ��ÒÏÅË-�ÉÑÍ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ h0 ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× {hj : j ∈ A}. îÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù V Ó ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× (3) ËÁËÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ fi É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×Á×ÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á ÞÉÓÌÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ Õ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï É ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ.



122 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊõËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ: ÂÅÚ �ÎÕÌÅ×ÏÇÏ� ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (Ô. Å.ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ) É Ó ÎÉÍ. �ÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒ h0 ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× {hj : j ∈ A}, ÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÊÓÉÓÔÅÍÙ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ,ÔÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ É ×ÔÏÒÁÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ s0.üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÄ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ óòó.ðÕÓÔØ ÓÅËÒÅÔ É ÅÇÏ ��ÒÏÅË�ÉÉ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅË-ÔÏÒÙ si = (s1i ; : : : ; smii ) É ÇÅÎÅÒÉÒÕÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ si = fHi; ÇÄÅ Hi |ÎÅËÏÔÏÒÙÅ r × mi-ÍÁÔÒÉ�Ù. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å Hi ÌÉÎÅÊÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Li Å£ ÓÔÏÌÂ�Ï× (Ô. e. ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÊ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù Hi). îÅÓÌÏÖÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (×ÓÅ mi = 1), �ÏËÁÚÙ-×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ óòó ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {L0; : : : ; Ln} ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁKr ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ×Ï ××Å-ÄÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Õ �×Ó£ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅ-Û£ÎÎÙÍ (A ∈ �), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
{La : a ∈ A} ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L0 �ÅÌÉËÏÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÍ (A =∈ �), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {La : a ∈ A} �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ L0 ÔÏÌØËÏ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L0 É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ {La : a ∈ A} ÂÙÌÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÔÏÕÞÁÓÔÎÉËÉ A ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÅËÒÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÎÏ �ÏÌÕÞÁÌÉÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÎÅÍ, Ô. Å. ÓÈÅÍÁ ÎÅ ÂÙÌÁ ÂÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ.ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÞÅ-ÔÙÒ£È ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ �min = {{1; 2}; {2; 3}; {3; 4}}: ïÎÁ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁ ËÁË �ÅÒ×ÙÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�ÁÂ. 1.
H0 = 1 00 10 00 00 00 0




; H1 = 0 00 01 00 10 00 0




; H2 = 1 0 00 1 01 0 00 1 00 0 10 0 0




; H3 = 0 0 10 0 00 0 00 1 00 0 11 0 0




; H4 = 0 00 10 00 01 00 1




:



íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ 123ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ Å£ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ R(�) > 3=2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅ-�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒ ÍÁÔÒÉ� H0;H1; : : : ;H4,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × ÔÁÂ. 1, ÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ óòó Ó R = 3=2, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÕÀ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ(ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÊ) óòó.4. éÄÅÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ É ÍÁÔÒÏÉÄÙîÁÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ óòó. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ óòó. óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒ-ÛÅÎÎÏÊ óòó [3℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ, ÞÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ÚÁÍÅÎÅÎÏ × ÎÅÍ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ⊆ {0; 1; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ VBM × |B|-ÍÁÔÒÉ�Õ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù V ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÎÏÍÅ-ÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B. ðÕÓÔØ ||W || ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË × ÍÁÔÒÉ�Å W .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. íÁÔÒÉ�Á V ÚÁÄÁ£Ô âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ óòó, ÒÅÁÌÉÚÕ-ÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, ÅÓÌÉ
||VA∪0|| = ||VA|| × ||V0||Æ�(A); (4)ÇÄÅ Æ�(A) = 0, ÅÓÌÉ A ∈ �, É Æ�(A) = 1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 1 É 2 ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÒÁÚÒÅ-Û£ÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË V Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Á A ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÔÏ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÎÕÌÅ×ÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË (ÂÅÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ �ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÞÁÓÔÏ� ËÁË × ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2 ÉÌÉ ÖÅ �Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ� ËÁË × ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÌÀÂÏÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ óòó ÚÁÄÁ£Ô âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ óòó, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ óòó, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ V , Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ A ⊆ {0; 1; : : : ; n} ÆÕÎË�ÉÀ h(A) = logq ||VA||; ÇÄÅq = |S0|: ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ max{h(A); h(B)} 6 h(A∪B) 6 h(A)+h(B)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅhq(VA∪0) = hq(VA) + Æ�(A)hq(V0);ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ óòó ÅÓÌÉ A =∈ � É {A ∪ i} ∈ �,ÔÏ h(i) > h(0).



124 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ h(A ∪ 0) = h(A) + h(0) Éh(A ∪ i ∪ 0) = h(A ∪ i). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,h(A) + h(i) > h(A ∪ i) = h(A ∪ i ∪ 0) > h(A ∪ 0) = h(A) + h(0): ��ÁË ËÁË ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ i ∈ {1; : : : ; n} ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ,Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A =∈ � É {A∪i} ∈ �,ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ óòó |Si| > |S0| ÄÌÑ ×ÓÅÈ i == 1; : : : ; n.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ÍÙ É �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÁÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ, ÞÔÏ ÄÌÑÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ óòó �ÒÁÚÍÅÒ� �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ �ÒÁÚÍÅÒÁ�ÓÅËÒÅÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ óòó ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ |Si| == |S0| ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |Si| > |S0| Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ óòó, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁÄÁÀÔ âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅóòó.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�Á �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÉÈ ÉÄÅÁÌØÎÙÅ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÅ) óòó. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊÄÅÎØ ÏÔ×ÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÏ×Ï �ÍÁÔÒÏÉÄ�. îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÏÉ-ÄÏ× É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÓÍ. [6℄).íÁÔÒÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï I ÅÇÏ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:
∅ ∈ I; (5.1)åÓÌÉ A ∈ I É B ⊂ A; ÔÏ B ∈ I; (5.2)åÓÌÉ A;B ∈ I É |A| = |B|+ 1;ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a ∈ A\B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ∪B ∈ I: (5.3)ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÌÉÎÅÊÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×.óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ É ÎÁÞÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×, ×ÎÁÞÁÌÅËÁË �Ï�ÙÔËÁ ÄÁÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÞÅÒÅÚ �×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á�, Ô. e. ÎÅ Á�ÅÌÌÉÒÕÑ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ×ÅË-ÔÏÒÁ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, �Ï�ÙÔËÁ ÎÅ ÕÄÁÌÁÓØ, ÔÁË ËÁË ÎÁÛÌÉÓØ ÍÁÔÒÏÉÄÙ, ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ (Ô. e. ËÁË ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×), Á ÓÁÍÁ ÔÅÏÒÉÑÍÁÔÒÏÉÄÏ× ÒÁÚÒÏÓÌÁÓØ ÄÁÌÅËÏ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ �ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ� (ÓÍ. [6℄).



íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ 125ðÒÉÍÅÒ 5 (ÍÁÔÒÏÉÄ ÷ÁÍÏÓÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X = {1; 2;3; 4; 5; 6; 7; 8} É �ÏÌÏÖÉÍ a = {1; 2}, b = {3; 4}, 
 = {5; 6} É d = {7; 8}.íÁÔÒÏÉÄ ÷ÁÍÏÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÏÉÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á a ∪ 
,a ∪ d, b ∪ 
, b ∪ d, 
 ∪ d, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �ÑÔÉ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÉÎÅÊÎÙÍ.íÁÔÒÏÉÄ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÒÁÎÇÏ×ÕÀÆÕÎË�ÉÀ r(A) ÍÁÔÒÏÉÄÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ⊆ A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ r(A) = |A|. òÁÎÇÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÁÔÒÏÉ-ÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ r(A) ∈ Z; r(∅) = 0; (6.1)r(A) 6 r(A ∪ b) 6 r(A) + 1; (6.2)åÓÌÉ r(A ∪ b) = r(A ∪ 
) = r(A); ÔÏ r(A ∪ b ∪ 
) = r(A): (6.3)ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r(A) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (6). îÁ-ÚÏ×ÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ r(A) = |A|. �ÏÇÄÁ ÜÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÀÔ ÍÁÔÒÏÉÄ, Á ÆÕÎË�ÉÑ r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�É-ÅÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁÔÒÏÉÄ ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÉËÌÁÍÉ. íÁÔÒÏÉÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÉÈ �ÉËÌ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ ([3℄). äÌÑ ÌÀÂÏÊ âä-ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ óòó, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅÕÓÌÏ×ÉÅÍ log|S0| ||VA|| = |A|, ÚÁÄÁÀÔ Ó×ÑÚÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
{0; 1; : : : ; n}. ÷ÓÅ �ÉËÌÙ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÞËÕ 0, ÉÍÅÀÔ×ÉÄ 0 ∪A, ÇÄÅ A ∈ �min.çÌÁ×ÎÙÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��ÒÏ×ÅÒËÁ� �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ h(A). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, h(·) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (6) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ É ÚÁÄÁ£Ô ÍÁÔÒÏÉÄ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [7℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚ-ÎÙÍ ÉÄÅÁÌØÎÙÍ óòó, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÄÁÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á �, ×ÓÅÇÄÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÁÔÒÏÉÄ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÏÉÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ �ÉËÌÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ(ÓÍ. [6℄). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÏÊ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÄÏÓÔÕ�ÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ.



126 ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×. ðÒÅ-ÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÌÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÅ óòó ×ÓÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ? îÅÔ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÍÁÔÒÏÉÄ ÷ÁÍÏÓÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÍÁÔÒÏÉÄ ÉÄÅÁÌØÎÏÊóòó [8℄. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁËÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × �. 3 ÉÄÅÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ óòó. ÷ Ó×ÑÚÉ ÓÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á �, ËÏÔÏÒÕÀÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ óòó,ÎÏ ÍÏÖÎÏ × ×ÉÄÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ óòó. îÅÄÁ×ÎÏ ÔÁËÏÊ�ÒÉÍÅÒ ÂÙÌ �ÏÓÔÒÏÅÎ [9℄, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÁÈ ËÁË ËÌÁÓÓÅ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ, ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ.éÔÁË, ÉÄÅÁÌØÎÙÈ óòó ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×. õÔÏÞÎÉÔØ, �ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ�, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ-×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅ-ÍÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏÓÔÕ�Á �, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÉÄÅÁÌØ-ÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ óòó?ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Blakley G. R. Safeguarding 
ryptographi
 keys // Pro
. AFIPS 1979 Na-tional Computer Conferen
e. V. 48. N. Y., 1979. P. 313{317.[2℄ Shamir A. How to Share a Se
ret // Comm. ACM. V. 22, No 1, 1979.P. 612{613.[3℄ Bri
kell E. F., Davenport D. M. On the 
lassi�
ation of Ideal Se
ret Shar-ing S
hemes. // J. Cryptology. V. 4, 1991. P. 123{134.[4℄ íÁË-÷ÉÌØÑÍÓ æ. äÖ., óÌÏÜÎ î. äÖ. á. �ÅÏÒÉÑ ËÏÄÏ×, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÏÛÉÂËÉ. í.: ó×ÑÚØ, 1979.[5℄ Csirmaz L. The size of a share must be large // J. Cryptology. V. 10, No 4,1997. P. 223{232.[6℄ Welsh D. J. A. Matroid Theory. A
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 Press, 1976.[7℄ âÌÅÊËÌÉ ç. ò., ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊ ç. á.ïÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌØÎÙÅ ÓÈÅÍÙ, ÒÁÚ-ÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÅËÒÅÔ, É ÍÁÔÒÏÉÄÙ // ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.�. 33, ×Ù�. 3, 1997. ó. 102{110.[8℄ Seymour P. O. On Se
ret-Sharing Matroids. // J. Comb. Theory. Ser. B.V. 56, 1992. P. 69{73.[9℄ Ashihmin A., Simonis J. Almost AÆne 
odes. // Designs, 
odes and 
ryp-tography. (÷ �ÅÞÁÔÉ.)



ðÏ-ÎÏ×ÏÍÕ Ï ÓÔÁÒÏÍ: ÆÒÁÇÍÅÎÔÙËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
óÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ ÂÉÌÅÔÙó. ë. ìÁÎÄÏóÔÁÔØÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ �Ï ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÇÏÔÏ×ÑÝÅÊÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀ ËÎÉ-ÇÉ �ìÅË�ÉÉ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ�, ÉÚÄ-×Ï �æÁÚÉÓ� (ÌÅË�ÉÉ ÂÙ-ÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÙ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ). óÏ×ÅÔÕÅÍÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÚÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ �Ï�ÕÌÑÒÎÕÀ × ÎÁÞÁÌÅ 70-È ÇÏÄÏ× ÚÁÄÁÞÕ, ÅÀ ËÁË-ÔÏá. á. ëÉÒÉÌÌÏ× ÏÔËÒÙ×ÁÌ Ó×ÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒ ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏ×. ÷ ÔÅ ×ÒÅ-ÍÅÎÁ ÞÅÌÏ×ÅË, ÅÄÕÝÉÊ × ÇÏÒÏÄÓËÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÅ × íÏÓË×Å, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ËÕ-�ÉÔØ ÂÉÌÅÔ × Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÓÓÅ ÉÌÉ Õ ËÏÎÄÕËÔÏÒÁ. îÁ ÂÉÌÅÔÁÈ ÓÔÏÑÌÉÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ.âÉÌÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÌÓÑ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÅÇÏ ÎÏ-ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ÓÕÍÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ.�ÁË, ÂÉÌÅÔÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 000000 É 123060 | ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ, Á ÂÉÌÅÔ Ó ÎÏÍÅ-ÒÏÍ 123456 | ÎÅÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÊ. óÞÉÔÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÊ ÂÉÌÅÔ �ÒÉÎÏÓÉÔÓÞÁÓÔØÅ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓßÅÓÔØ).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÓËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×?éÌÉ: ËÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏËÕ�ËÉ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÇÏ ÂÉÌÅÔÁ?þÅÌÏ×ÅËÕ, ×ÌÁÄÅÀÝÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÎÁ×ÙËÁÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×.ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÔÁËÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ×ÓÅ ÎÏÍÅÒÁ ÏÔ 000000 ÄÏ 999999,ÏÔÂÉÒÁÑ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ. äÁ×ÁÊÔÅ, ÏÄÎÁËÏ, �Ï�ÒÏÂÕÅÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚÍÁÛÉÎÙ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(127{132)



128 ó. ë. ìÁÎÄÏòÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍ-ÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÏÄÉÎÁËÏ×Á. üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÏÔ 0 (ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ �ÉÆÒ 000) ÄÏ 27 (ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ 999). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÒÁ×ÎÏ 28. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ an ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÏÅË �ÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ�ÉÆÒ n. ðÅÒ×ÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ an ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ:. a0 = 1 (ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÁ ÔÒÏÊËÁ �ÉÆÒ 000 Ó ÓÕÍÍÏÊ 0);. a1 = 3 (ÅÓÔØ ÔÒÉ ÔÒÏÊËÉ 001, 010, 001 Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ 1);. a2 = 6 (ÔÒÏÊËÉ 002, 020, 200, 011, 101, 110).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×, ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ n, ÅÓÔØ a2n. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË × ÎÁÞÁÌÅ, ÔÁË É × ËÏÎ�Å ÎÏ-ÍÅÒÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÇÏ ÂÉÌÅÔÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÒÏÊËÕ �ÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊn. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÁ an, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÔÉÈ 28 ÞÉÓÅÌ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ an �Ï�ÒÏÂÕÅÍ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÓÌÏÏÄÎÏ- É Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n = 0; 1; 2; : : : ; 9ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ n (ÚÁ�ÉÓØ ÜÔÏÇÏÞÉÓÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁ�ÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ n). âÕÄÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ A1(s) = 1 + s+ s2 + · · · + s9:óÍÙÓÌ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ sn × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ A1 ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ n.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ sn × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ A1 ÒÁ×ÅÎ 1, ÅÓÌÉ0 6 n 6 9, É ÒÁ×ÅÎ 0, ÅÓÌÉ n > 9.÷Ù�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A2(s), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ sn × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ A2(s) ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ n. (íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ É ÔÁËÉÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ�ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÏÂÅ �ÉÆÒÙ ÍÏÇÕÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ.)îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A2 ÒÁ×ÎÁ 18. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, 18 | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÅÓÌÏÖ-ÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ É �ÅÒ×ÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ:A2(s) = 1 + 2s+ 3s2 + 4s3 + : : : :ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A2 ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ A1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. A2(s) = (A1(s))2.



óÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ ÂÉÌÅÔÙ 129äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏ× sk É sm ÄÁ£Ô ×ËÌÁÄ × ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÅ sn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (A1(s))2 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ÅÓÌÉ n = k +m. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÅ sn × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ(A1(s))2 ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÏ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍ-ÍÙ n = k + m; k;m = 0; 1; : : : ; 9. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ A2.�Å�ÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A3(s) = a0+ a1s+ · · ·+ a27s27.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. A3(s) = (A1(s))3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ sn × ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÅ (A1(s))3 ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒ£È�ÉÆÒ n = m+ k + l; m; k; l = 0; 1; : : : ; 9.éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÎÁ-ÄÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ p0 | ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ(A1(s))3.ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A1(s) | ÏÞÅÎØ�ÒÏÓÔÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÒÕÞÎÕÀ, ÚÁÔÒÁÔÉ× ÎÁ ÎÉÈÏËÏÌÏ ÄÅÓÑÔÉ ÍÉÎÕÔ. îÁÄÏÂÎÏÓÔØ × ÎÁ�ÉÓÁÎÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔ�ÁÄÁÅÔ.ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÍ É �ÏÊÔÉ ÄÁÌØÛÅ.ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ s ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ei'. �ÏÇÄÁ A3(ei') = (A1(ei'))3 ÂÕÄÅÔÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ 27-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ:A3(ei') = a0 + a1ei' + · · · + a27e27i':÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ12� ∫ 2�0 eik' · e−im' d' = { 1; k = m;0; k 6= m;�ÏÌÕÞÉÍ12� ∫ 2�0 |A3(ei')|2 d' =12� ∫ 2�0 (a0 + a1ei' + · · ·+ a27e27i') (a0 + a1e−i' + · · ·+ a27e−27i') d' == a20 + a21 + · · · + a227:óÕÍÍÉÒÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏei' − e−i'2i = sin';



130 ó. ë. ìÁÎÄÏ�ÏÌÕÞÁÅÍA1(ei') = 1 + ei' + · · · + e9i' = 1− e10i'1− ei' = e5i'ei'=2 sin 5'sin '2 ;ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁp0 = 12� ∫ 2�0 (sin2 5'sin2 '2 )3 d' = 1� ∫ �2
−�2 (sin 10'sin' )6 d': (1)ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ Ï�ÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1). çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f(') == sin(10')= sin' ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�2 ; �2 ] ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1.÷ ÎÕÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 10. ÷ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ
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òÉÓ. 1. ÷ÉÄ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(') = sin(10')sin'
[
− �10 ; �10] ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1sin �10 ≈ 3. ðÏÜÔÏÍÕ ×ËÌÁÄÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [− �10 ; �10] × ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ � ·36 ≈ 2100(ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ).ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[
− �10 ; �10]. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ×ËÌÁÄÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÔÁ-�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÁÚÙ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

∫ �10
− �10 f td' = ∫ �10

− �10 et ln fd'�ÒÉ t → ∞. ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ ln f (�ÆÁÚÙ�) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ



óÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ ÂÉÌÅÔÙ 131ÔÏÞËÉ 0 (ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ (ln f)′ = 0, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, f ′ = 0).÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ f(') ≈ 10 (1− 332 '2), Á ln f(') ≈ ln 10 − 332 '2. ðÒÉÂÏÌØÛÉÈ t ÉÍÅÅÍ
∫ �10
− �10 et(ln 10− 332 '2)d' = et ln 10 ∫ �10

− �10 e− 332 t'2d' ≈ et ln 10 √2�√33tðÏÌÁÇÁÑ t = 6 É ×Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1), �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï p0 ≈ 1063√11� ≈ 56700:ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ (ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÂÏÌÅÅ 3%) �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ1).îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÔÏÇÉîÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ù-×ÏÄÙ Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ É ÍÅÔÏÄÁÈ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÏÓÔÏÑÔ × �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÞÉÓÌÁÏÂßÅËÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. õËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ Ó×ÏÊ ÎÏÍÅÒ (× ÚÁÄÁÞÅ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔ-ÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÔÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÂÙÌÁ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ �× �ÒÉÎ�É�Å�ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÚÎÁÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏÂÌÅÍÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �ÈÏÒÏÛÅÅ� ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ. úÁÞÁÓÔÕÀÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ É ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÕÞÛÅ.ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÑ-ÝÉÅ ÒÑÄÙ). ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌØÚÕ �ÒÉÎÅÓ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A3.ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÏÞÅÎØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÁË, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌÓ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ Ë ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÓÔÏÑÌ �ÒÏÓÔÏ × ×ÏÚ×Å-ÄÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A1 × ËÕÂ.1)ðÒÉÍ. ÒÅÄ.: ëÁË-ÔÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ×Ï ×ÒÅÍÑÏÔÄÙÈÁ ËÔÏ-ÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÁÈ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÑÔ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁÎÏ×ÏÊ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÔÁÌÏ ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÅÛÁÔØ Å£. ðÒÏÛÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ, É ÏÄÉÎ ÉÚÛËÏÌØÎÉËÏ× ÉÚÌÏÖÉÌ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, ×ËÌÀÞÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) É Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×. üÔÏ ÂÙÌ ÂÕÄÕÝÉÊ ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÊ ÌÁÕÒÅÁÔ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ äÒÉÎÆÅÌØÄ.(ï ÆÉÌÄÓÏ×ÓËÉÈ ÍÅÄÁÌÑÈ ÓÍ. ÓÔÁÔØÉ, �ÏÍÅÝ£ÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ, ÓÔÒ. 19{40.)



132 ó. ë. ìÁÎÄÏðÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÚ ÓÍÅÖÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï-ÉÎÏÍÕ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÁÊÔÉ ÎÏ×ÙÅ, ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ, �ÏÄÈÏÄÙ Ë Å£ ÒÅÛÅÎÉÀ.úÁÄÁÞÉ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÒÏ×ÎÏ 55 252 ÛÔÕËÉ. (éÓ�ÏÌØ-ÚÕÊÔÅ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÈÓÑ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÉÌÉ �ÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó×ÏÊ.)2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÒÁ×ÎÏ
(325 )−

(61)(225 )+(62)(125 ):3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÉÚ 2r �ÉÆÒ ×ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ q.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ óÁ×ÉÎ á. ð., æÉÎË ì. í. òÁÚÇÏ×ÏÒ × ÔÒÁÍ×ÁÅ. // ë×ÁÎÔ. 1975. �7.ó. 67{70.[2℄ æÉÎË ì. í. åÝ£ ÒÁÚ Ï ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÁÈ // ë×ÁÎÔ. 1976. �12.ó. 68{70.[3℄ ðÏÌÉÁ ç., óÅÇÅ ç. úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ. �. 1. í.: îÁÕËÁ, 1978.úÁÄÁÞÁ �30.
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áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÎÉÍÕÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙî. î. áÎÄÒÅÅ× ÷. á. àÄÉÎðÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ 150-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅ-ÎÉÑ å. é. úÏÌÏÔÁÒÅ×Á (1847{1878).÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÓÔÁÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÉ-ÓÅÌ: ëÁË ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ × d-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ×ÎÕ-ÔÒÉ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ| ÎÕÌÑ? óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ.ðÕÓÔØ Zd | ÒÅÛ£ÔËÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × Rd, Ô. e. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÔÏÞËÕ x ∈ Zd ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÌÏÊÔÏÞËÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ xy = x1y1 + · · · + xdyd ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× x = (x1; : : : ; xd) É y = (y1; : : : ; yd), Á ÞÅÒÅÚ |x| = √xx | ÎÏÒ-ÍÕ ×ÅËÔÏÒÁ x. ðÕÓÔØ Axx =∑di;j=1 aijxixj | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ô. e. Axx > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6= x ∈ Rd), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = (aij)di;j=1 Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ D(A). þÉÓÌÏ
(A) = infx∈Zd\{0}AxxÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, Á ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ N(d;A) = ∑x∈Zd : Axx=
(A) 1ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÅÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ Axx ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÉÎÆÉ-ÍÕÍÁ 
(A).éÓ�ÏÌØÚÕÑ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁNd = supA N(d;A);ÇÄÅ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈÍÁÔÒÉ� A. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(133{140)



134 î. î. áÎÄÒÅÅ×, ÷. á. àÄÉÎ�ÁË, �ÒÉ d = 2 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÜÌÌÉ�Ó Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÙÌÏ, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÉÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÁÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N2 = 6.
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qq (1,1)(0,1) (1,0) x1x2 üÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅAxx = x21 − x1x2 + x22:áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÎÉÍÕÍ 
(A) = 1 ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÛÅÓÔÉ ÔÏÞËÁÈ ±(1; 0), ±(0; 1),
±(1; 1).ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ N2 6 6. ÷×ÉÄÕÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÌ-ÌÉ�ÓÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁÑ ÅÊ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÌÌÉ�ÓÕ. ðÕÓÔØ ±x1; : : : ;

±xq | ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÏÒÍÙ A (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �Ï ÏÄÎÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ x1; : : : ; xq ÉÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ 4 ËÌÁÓÓÁ: Ë ËÌÁÓÓÕ A0 ÏÔÎÅÓÅÍ ÔÏÞËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÙ | Þ£ÔÎÙÅ; Ë ËÌÁÓÓÕ A1 | ÔÏÞËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÎÅÞ£ÔÎÁÑ, Á ×ÔÏÒÁÑ Þ£ÔÎÁÑ; ËÌÁÓÓ A2 ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÔÏÞÅË, Õ ËÏÔÏÒÙÈ�ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Þ£ÔÎÁÑ, Á ×ÔÏÒÁÑ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ; ËÌÁÓÓ A3 | ÉÚ ÔÏÞÅË, Õ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. ëÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ Ai, i = 0; 1; 2; 3 ÓÏÓÔÏÉÔÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ x; y ∈ Ai,ÔÏÇÄÁ ÉÈ �ÏÌÕÓÕÍÍÁ x+y2 ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ �ÅÌÏÊ ÔÏÞËÏÊ.÷×ÉÄÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ,ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÎÕÔÒÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÎÅÔ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË,ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. ÷ ËÌÁÓÓÅ A0 ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÅÓÌÉx ∈ Z2; x 6= 0; x ∈ A0, ÔÏ 12x ∈ Z2, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,q 6 3 ÉÌÉ N2 6 6. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔØ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ.ç. æ. ÷ÏÒÏÎÏÊ �ÒÏ×£Ì ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × Rd É �ÏÌÕÞÉÌ Ï�ÅÎËÕNd 6 2(2d − 1), ÏÄÎÁËÏ �ÒÉ d > 3 ÏÎÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÂÏÊ. �ÁË, �ÒÉ d = 3�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ N3 6 14, Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ N3 = 12, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏÎÉÖÅ. éÚ ÒÁÂÏÔÙ á. î. ëÏÒËÉÎÁ É å. é. úÏÌÏÔÁÒÅ×Á [2℄ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ Nd > d(d + 1). (òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç. æ. ÷ÏÒÏÎÏÇÏ,á. î. ëÏÒËÉÎÁ É å. é. úÏÌÏÔÁÒÅ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [3℄.)þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ Nd, ÔÏ �ÒÉ d 6 6 ÉÈ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄ É ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ âÁÒÎÓÁ 1957 ÇÏÄÁ. âÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ Nd, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓ-ËÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ,



ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ 135ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÒÍÉÔÁ
d = supA 
(A)d√D(A)�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ 
dÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ×Ï�ÒÏÓÏÍ ÎÁÉ�ÌÏÔÎÅÊÛÅÊ ÒÅÛ£ÔÞÁÔÏÊ Õ�ÁËÏ×-ËÉ ÛÁÒÏ× × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É Ó ÚÁÄÁÞÅÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÜÔÏÊÓÔÁÔØÅ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ �ÏÚÖÅ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁÍÉ çÁÕÓ-ÓÁ É ìÁÇÒÁÎÖÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ 
2 = 2=√3; 
3 = 3√2. ÷ 1872 ÇÏÄÕá. î. ëÏÒËÉÎ É å. é. úÏÌÏÔÁÒÅ× × ÉÈ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÄÏËÁÚÁ-ÌÉ, ÞÔÏ 
4 = √2, Á × ÒÁÂÏÔÅ 1877 ÇÏÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ 
5 = 5√8. ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
d ÄÏ d = 8 (× Ä×ÕÈ ÒÁÂÏÔÁÈ 1925 É1935 ÇÏÄÏ× âÌÉÈÆÅÌØÄ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ 
6 = 6√64=3; 
7 = 7√64; 
8 = 2). ëÒÁÊ-ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ 
d �ÒÉ d → ∞. ðÏÄÒÏÂÎÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [4℄.÷ [5℄ ÷ÁÔÓÏÎ Õ�ÒÏÓÔÉÌ Ó�ÏÓÏÂÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Nd ÄÌÑ d 6 6 É ÎÁÛ£ÌÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ d = 7; 8; 9, �ÒÏ×ÏÄÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. ÷ ËÏÎ�Å 70-È ÇÏÄÏ× ÷. é. ìÅ×ÅÎÛÔÅÊÎÏÍ ÉÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ î. óÌÏÜÎÏÍ É á. ïÄÌÙÖËÏ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ N8 = 240 ÉN24 = 196560. ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ ÔÁÂÌÉ�Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Nd�ÒÉÎÑÌÁ ×ÉÄd 2 3 4 5 6 7 8 9 24Nd 6 12 24 40 72 126 240 272 196560÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎÏË Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÅÌ Nd.÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ e1; : : : ; ed | ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ Rd. òÅ-ÛÅÔËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏL = {k1e1 + k2e2 + · · ·+ kded}k=(k1;k2;:::;kd)∈Zd :÷ÅËÔÏÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
|x| = infx∈L\{0} |x| def= �1(L);ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÅÛ£ÔËÉ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ V . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x ∈ V �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −x ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × V . �Å�ÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,



136 î. î. áÎÄÒÅÅ×, ÷. á. àÄÉÎÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x; y ∈ V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï xy 6 1=2�21(L), Ô. e. ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 60◦. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �1(L) = 1.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx = Ty, �ÒÉ×ÏÄÑÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ë ×ÉÄÕ y21 + · · ·+ y2d.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ×Ï�ÒÏÓ Ó×£ÌÓÑ Ë �ÏÉÓËÕ × d-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÒÅÛ£ÔËÉ L, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË Bd ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÞÎÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ 1=2-ËÏÄ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁËÏÅÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅSd−1 Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ É ÞÔÏÍÏÄÕÌØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚ ÎÉÈ É ÎÅ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=2?îÁÊÔÉ ËÏÎÔÁËÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Md ÛÁÒÏ× × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d, Ô. Å. ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÒÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ËÁ-ÓÁÔØÓÑ ÏÄÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ | ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ 1=2?�ÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Md ÄÏ ÎÅÄÁ×ÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉd = 2 (M2 = 6) É d = 3 (M3 = 12). îÁÉÌÕÞÛÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÜÔÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [6, Ô.1, Ó.42℄.ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ Nd 6 Bd 6 Md: (1)íÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Bd É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÁÔØ Ï�ÅÎ-ËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÒÅÛÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ d. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÄÅÑÍÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × 1968 ÇÏÄÕð. äÅÌØÓÁÒÔÏÍ. éÍÅÎÎÏ ÏÎ ÓÔÁÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ. éÔÁË, ÞÅÒÅÚ {P dk (t)}∞k=1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× çÅÇÅÎÂÁÕÜÒÁ Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ P dk (1) = 1:P d0 (t) = 1; P d1 (t) = t; P d2 (t) = dt2 − 1d− 1 ; P d3 (t) = (d+ 2)t3 − 3td− 1 ; : : :(k + d− 2)P dk+1(t) = (2k + d− 2)tP dk (t)− kP dk−1(t):îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1) ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×



ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ 137Ó ×ÅÓÏÍ (1− t2) d−32 , Ô. e.
∫ 1
−1 P dk (t)P dl (t)(1 − t2) d−32 = 0; k 6= l:÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÏÓÔØ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË x(1); : : : ; x(N) ÉÚ Sd−1, ÌÀ-ÂÏÇÏ s ∈ N É ÌÀÂÙÈ pk; pl ∈ R Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏN∑k;l=1P ds (x(k)x(l))pkpl > 0: (2)ðÕÓÔØ × d-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÍ ÄÁÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ 1=2-ËÏÄ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ N ÔÏÞÅË, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï{x(i)}Ni=1 ÔÏ-ÞÅË × Sd−1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ −1=2 6 x(i)x(j) 6 1=2 �ÒÉ x(i) 6= ±x(j). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ ÆÕÎË�ÉÀ h(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ h(t) 6 0 �ÒÉt ∈ [−1=2; 1=2℄ É ×ÓÅ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×çÅÇÅÎÂÁÕÜÒÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ:h(t) = ∞∑k=0 ĥkP dk (t); ĥk > 0; ĥ0 > 0:÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÍÅÅÍ:I = N∑k;l=1h(x(k)x(l)) = ∞∑s=0 ĥs N∑k;l=1P ds (x(k)x(l)) > ĥ0 N∑k;l=1 1 = N2ĥ0;ÇÄÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ĥsÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× çÅÇÅÎÂÁÕÜÒÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË h(x(k)x(l)) 6 0 �ÒÉ x(k) 6= ±x(l), ÔÏI = N∑k;l=1h(x(k)x(l)) == ∑x(k)=x(l) h(x(k)x(l)) + ∑x(k)=−x(l) h(x(k)x(l)) + ∑x(k) 6=±x(l) h(x(k)x(l)) 6

6 N(h(1) + h(−1)):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ N 6
h(1) + h(−1)ĥ0 : (3)



138 î. î. áÎÄÒÅÅ×, ÷. á. àÄÉÎðÏÄÂÉÒÁÑ ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ h(t), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ�ÅÌÏÊ ÞÁÓÔØÀ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3). ðÏ-ÄÏÂÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ M8 É M24 ÉÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ N8 É N24, Á ÒÅÛ£ÔËÉ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÙÌÉ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ: × ÓÌÕÞÁÅ d = 8 ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÏÊ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÅÛ£ÔËÁ ëÏÒËÉÎÁ-úÏÌÏÔÁÒÅ×Á E8, Á × ÓÌÕÞÁÅ d = 24 |ÒÅÛ£ÔËÁ ìÉÞÁ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ1=2-ËÏÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎh(t) = t2(t2 − 14):îÁ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ:h(t) = d2 − 1(d+ 2)(d + 4)P d4 (t) + (20− d)(d − 1)4d(d + 4) P d2 (t) + 10− d4d(d + 2)P d0 (t): (4)÷ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ �ÒÉ 2 6 d 6 9. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÎÁÊÄÅÍ Nd 6
6d(d+ 2)10− d :üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ d = 3; 4; 6; 7; 8. áÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ (4) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ É × ×ÙÓÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ. òÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙh(t) = t4(t2 − 14); h(t) = t6(t2 − 14); h(t) = t2(t2 − 116)2(t2 − 14);�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ 1/2-ËÏÄÁÉ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) | ÞÉÓÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÒÅÛ£ÔËÅ:d 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Nd 6 12 24 42 72 126 240 367 560 858 1344 2210d 17 18 19 20 21 22 23 24Nd 6 11683 16298 22866 32445 46947 70200 111136 196560ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÒÅÛ£ÔÏË, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÎËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÔÁÂÌÉ�Å, �ÒÉ d 6 8 ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ. äÌÑ



ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ 139d = 2 ÒÁÎÅÅ ÕÖÅ ÂÙÌ ÄÁÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x21±
±x1x2 + x22. äÌÑ d = 3 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Axx = x21 + x22 ++ x23 + x1x2 + x1x3 + x2x3. ìÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ (×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÎÙÈË×ÁÄÒÁÔÏ×), ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁ: Axx ∈ Z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Z3. úÎÁ-ÞÉÔ, ÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1, Ô. Å. minx∈Z3\{0}Axx > 1.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 1 É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × 12 ÔÏÞËÁÈ ±(1; 0; 0), ±(0; 1; 0),
±(0; 0; 1), ±(1;−1; 0), ±(1; 0;−1), ±(0; 1;−1).üÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÎÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØÄÅÌÏ Ó ÒÅÛ£ÔËÁÍÉ (ÞÔÏ �Ï ÓÍÙÓÌÕ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ). üÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÏÄÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ: �ÓÅÞÅÎÉÑ� ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÅÛ£ÔËÉ ëÏÒËÉÎÁ-úÏÌÏÔÁÒÅ×Á ÉÚ R8 ÄÁÀÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÅÛ£ÔËÉ ëÏÒËÉÎÁ-úÏÌÏÔÁÒÅ×Á E8 ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚÄ×ÕÈ ÇÒÕ�� ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ �ÅÒ×ÕÀ ×ÈÏÄÑÔ 128 ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ 1√8 (±1;±1; : : : ;
±1) Ó Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (0,2,4,6,8) �ÌÀÓÏ×. ÷Ï ×ÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÑÔ ×ÅËÔÏÒÁ, Õ ËÏ-ÔÏÒÙÈ Ä×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ ±1=√2, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | 0. éÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï C28 · 4 = 112. ÷ ÓÕÍÍÅ �ÏÌÕÞÉÍ 240 ×ÅËÔÏÒÏ×. éÈ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚW8) É ÅÓÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÉ d = 8.úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ �ÓÅÞÅÎÉÅ� ÒÅÛ£ÔËÉ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ax = 0 ÓÎÏ×Á ÅÓÔØÒÅÛ£ÔËÁ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ �ÓÅÞÅÎÉÑ�, ×ÏÚØÍ£Í ÓÅÞÅÎÉÅ × R8 ÒÅÛ£ÔËÉ ëÏÒ-ËÉÎÁ-úÏÌÏÔÁÒÅ×Á ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ax = 0; a = (1; 1; : : : ; 1) É �ÏÌÏÖÉÍW7 = {x ∈W8 : x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 0}:ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × W7. éÚ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÅÛ£ÔËÉ ëÏÒËÉÎÁ-úÏÌÏÔÁÒÅ×Á × W7 ×ÏÊÄÕÔ ÌÉÛØ ÔÅ ×ÅËÔÏÒÁ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ 4 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ +1 É ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙ −1. éÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁ×ÎÏ C48 = 70. éÚ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÛØ �ÏÌÏ×ÉÎÁ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,W7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ 70 + 56 = 126 ×ÅËÔÏÒÏ× É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÉ d = 7.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁW6 = {x ∈W8 : x1 + x2 = 0; x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 0};W5 = {x ∈W8 : x1 + x2 = 0; x3 + x4 + x5 + x6 = 0; x7 + x8 = 0};W4 = {x ∈W8 : x1 + x2 = 0; x3 + x4 = 0; x5 + x6 = 0; x7 + x8 = 0};Ñ×ÌÑÑÓØ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÅÛ£ÔÏË × R6, R5, R4, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 72, 40 É 24 ×ÅËÔÏÒÁ.



140 î. î. áÎÄÒÅÅ×, ÷. á. àÄÉÎ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, �ÏÞÅÍÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�Å-ÎÏË Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÅÌ Nd �ÇÒÕÂÉÔ�, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ d = 5. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁN5 6 42 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ | ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ N5 = 40. þÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁÄÏ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ðÒÉ d = 5 Ï�ÅÎËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2)ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÒÉ s = 1; 2; 3; 4.ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÌÑ W5: ∑x;y∈W5 P 54 (xy) > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑÓÉÔÕÁ�ÉÑ É �ÒÉ d = 3, ÎÏ ÔÕÔ �×ÅÚ£Ô� × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ: [907 ℄ = 12.éÔÁË, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d = 3; 4; 6; 7; 8; 24 ÍÙ �ÒÉ×ÅÌÉ, ËÁË ÎÁÍ ËÁ-ÖÅÔÓÑ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÅÔÏÄ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Nd. ðÒÉ d = 10, 11, 12,13, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÅÛ£ÔÏË × ÜÔÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Korkine A., Zolotare� G. Sur les formes quadratiques positives quater-naires // Math. Ann. V. 5. 1872. P. 581{583.òÕÓÓË. �ÅÒ.: úÏÌÏÔÁÒÅ× å. é. ðÏÌÎÏÅ ÓÏÂÒ. ÓÏÞ., ×Ù�. 1. éÚÄ. áîóóóò, 1931.[2℄ Korkine A., Zolotare� G. Sur les formes quadratiques positives // Math.Ann. V.11. 1877. P. 242{292.òÕÓÓË. �ÅÒ.: ÔÁÍ ÖÅ.[3℄ äÅÌÏÎÅ â. î. ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÁÑ ÛËÏÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. í.-ì.: éÚÄ. áîóóóò, 1947.[4℄ òÙÛËÏ× ó. ó., âÁÒÁÎÏ×ÓËÉÊ å. ð. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅ-ÛÅÔÞÁÔÙÈ Õ�ÁËÏ×ÏË // õíî. �. 34, ×Ù�. 4. 1974. ó. 3{63.[5℄ Watson G. L. The number of minimum points of a positive quadri
form // Dissertationes mathemati
ae. LXXXIV. 1971, pp. 2{42.[6℄ ëÏÎ×ÅÊ äÖ., óÌÏÜÎ î. õ�ÁËÏ×ËÉ ÛÁÒÏ×, ÒÅÛÅÔËÉ É ÇÒÕ��Ù. í.:íÉÒ, 1990.
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òÅÛÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ Ó�ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ)ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊëÁË-ÔÏ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÌÅÔÎÅÇÏ ÏÔÄÙÈÁ ÍÙ ÚÁÄÕÍÁÌÉÓØ ÎÁÄ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁ-ÞÅÊ: × ÕÇÌÙ ÄÁÎÎÏÇÏ △ABC ×�ÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ �Ï�ÁÒÎÏËÁÓÁÌÉÓØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉ �ÒÏÓÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ,ÔÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ ÏÂ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÍÙ ÒÅÛÉÌÉ Å£ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ1), ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ,Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÍ × 1803 ÇÏÄÕ [1℄, É Å£ ÒÅÛÅÎÉÀ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ.óÁÍ íÁÌØÆÁÔÔÉ2) × Ó×ÏÅÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙÄÌÑ ÉÓËÏÍÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×, ÎÏ ÎÅ ÄÁ£Ô ÉÈ ×Ù×ÏÄÁ, ÕËÁÚÁ× ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÏÞÅÎØ ÇÒÏÍÏÚÄËÉ. ÷ 1826 ÇÏÄÕ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÒÅÛÅÎÉÅ, É ÔÏÖÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ñ. ûÔÅÊÎÅÒ [2℄ | ÏÄÉÎÉÚ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ. ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÁûÔÅÊÎÅÒÁ ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ûÒÅÔÅÒÏÍ × 1874 ÇÏÄÕ, ÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁÊÔÉ × �ÒÅËÒÁÓÎÏÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑà. ðÅÔÅÒÓÅÎÁ [3℄. ÷ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ËÎÉÇÅ á. áÄÌÅÒÁ, ÉÚÄÁÎ-ÎÏÊ × ÒÕÓÓËÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÅ × ïÄÅÓÓÅ × 1910 ÇÏÄÕ [4℄. ðÒÑÍÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁ£ÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÎÉÇ ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ�, ÓÍ. [5℄.òÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ �Ï �ÏÄÈÏÄÕ É ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÍÅÔÏÄÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÒÁÎÅÅ. îÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, �ÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÅÂÙÌÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ÖÕÒÎÁÌÅ �ë×ÁÎÔ� [6℄.1)á×ÔÏÒÙ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ á. á. åÇÏÒÏ×Õ É á. á. æÒÉÄÍÁÎÕ ÚÁ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅÓ×ÅÄÅÎÉÑ.2)ëÁË ÓÏÏÂÝÉÌ ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, íÁÌØÆÁÔÔÉ ÒÅÛÁÌ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË ÔÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÒÕÇÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÝÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØ-ÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ íÁÌØÆÁÔÔÉ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ. âÏÌÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌÅÎ ÔÏÔÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(141{154)



142 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ÷ ÕÞÅÂÎÉËÅ ö. áÄÁÍÁÒÁ [7℄ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÏÂÏÂ-Ý£ÎÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ É ÄÁÎÏ Å£ �ÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �Ï ÍÅÔÏÄÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ { ûÒÅ-ÔÅÒÁ { ðÅÔÅÒÓÅÎÁ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔ-ÔÉ, ÒÁÚ×É×ÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ ÎÁÛÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ.ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ. äÁÎÙ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ ÏÂÝÅÇÏ �Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ O1 É O2 ËÁÓÁÌÉÓØ �ÒÑÍÏÊ l3, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ O2 É O3 ËÁÓÁÌÉÓØ�ÒÑÍÏÊ l1, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ O3 É O1 ËÁÓÁÌÉÓØ �ÒÑÍÏÊ l2.éÍÅÅÔÓÑ 10 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊ-ËÉ �ÒÑÍÙÈ 32 ÒÅÛÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÉÓËÏÍÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ×Ï ×ÓÅÈ 32 ÓÌÕÞÁ-ÑÈ. 1. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊòÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ×ÉÄÁ





u2+ 2uv ·√1− 
=p+ v2 =
;v2+ 2vw ·
√1− a=p+ w2 =a;w2+ 2wu ·
√1− b=p+ v2 =b; (1)ÇÄÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ u; v; w|ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÄÁÌÅÅ, × ÒÅ-ÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÜÔÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÌÉÂÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ,ÌÉÂÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ), Á (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ) �ÁÒÁÍÅÔÒÙ a; b; 
; p ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍp = a+ b+ 
2 ; a 6= 0; b 6= 0; 
 6= 0; D def= p(p− a)(p− b)(p− 
) 6= 0:îÉÖÅ (ÓÍ. �. 3, ÓÔÒ. 145) ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÉÓÈÏÄÑ-ÝÅÅ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × (1) �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÔÒ£È ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×�ÉÓÁÎÎÙÈ× ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÕÍÍ ÕÇÌÏ× ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× 180 ÇÒÁÄÕÓÁÍ ÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÕÇÌÏ×, �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈÓÔÏÒÏÎÁÍ. ðÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÔÅÏ-ÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ×.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÔÁËÉÅ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ�, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÔÏÞÎÅÅ, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÉ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ-ÞÎÅÍ Ó ËÒÁÔËÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉÓÔÏÒÏÎÁÍÉ�.



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 1431) 1 ÒÅÛÅÎÉÅ 2) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ
H3) 1 ÒÅÛÅÎÉÅ 4) 3 ÒÅÛÅÎÉÑH

5) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ 6) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ 7) 6 ÒÅÛÅÎÉÊH
8) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ 9) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ 10) 6 ÒÅÛÅÎÉÊ

HòÉÓ. 1. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ.



144 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ2. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (a; b; 
) | ÔÒÏÊËÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÁD = p(p− a)(p− b)(p− 
) = 116 (2a2b2 + 2b2
2 + 2
2a2 − a4 − b4 − 
4) 6= 0;ÚÄÅÓØ p def= (a + b + 
)=2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, Á ÞÉÓÌÁ a; b; 
 | ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.âÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÜÔÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÀ. ÷Å-ÌÉÞÉÎÕ S = ±
√D ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÌÏÝÁÄØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÆÏÒÍÕÌÁçÅÒÏÎÁ). ðÌÏÝÁÄØ ÓÞÉÔÁÅÍ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ R = ab
=4S ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÕÇÌÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÁ-ÍÉ ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
os� = b2 + 
2 − a22b
 ; sin� = a2R; (2)ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏsin2 �+ 
os2 � = (b2 + 
2 − a22b
 )2 + 4Db2
2 = 1;�ÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÌÏ× ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍ-ÍÏÊ.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1; z2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ z21 + z22 = 1;ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ  = '+ it, '; t ∈ R, ÞÔÏ
os = z1; sin = z2;�ÒÉÞÅÍ t Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ' Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2k�,ÇÄÅ k ∈ Z.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ z = z1+iz2 × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÅ z = r(
os'+ i sin'), ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÏ r Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÞÉÓÌÏ' | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2k�, k ∈ Z. ðÏÌÁÇÁÅÍ t = − ln r,  = '+ it.



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 145äÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ eix = 
os x + i sinx É ×ÙÔÅËÁÀÝÉÅÉÚ ÎÅ£ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ sinx = 12i(eix − e−ix) É ËÏÓÉÎÕÓÁ 
os x == 12i(eix + e−ix) ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÞÉÓÌÁ  :z = e−t · (
os'+ i sin') = ei 1z = 1z1 + iz2 = z1 − iz2
os = 12 · (z + 1z ) = z1sin = 12i · (z − 1z ) = 12i · 2iz2 = z2:�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ 2k�, k ∈ Z, ÒÁ×ÎÁ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, 
os(� + � + 
) = −1, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ�; �; 
 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ (1) É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÆÏÒÍÕÌ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ìÀÂÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �; �; 
, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �+�+
 = �, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÇÌÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. (åÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ � sin�, � sin�, � sin
.)3. òÅÛÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ÷×ÅÄ£Í ÎÏ×ÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ~a = ±√a, ~b = ±
√b, ~
 = ±√
, ~R = ±√p=2.�ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ×,ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (u; v; ~
), (v; w; ~a), (w; u;~b), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ~R.õÇÌÙ, �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ~a; ~b; ~
, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÞÅÒÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ~a; ~b; ~
 É ~R. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÜÔÉ ÕÇÌÙ ÞÅÒÅÚ â, b̂, 
̂, ÉÍÅÅÍ:sin â = ~a2 ~R; sin b̂ = ~b2 ~R; sin 
̂ = ~b2 ~R;
os â = −

√1− ap ; 
os b̂ = −
√1− bp; 
os 
̂ = −

√1− 
p:ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ~a;~b; ~
 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. ðÅÒÅÍÅÎÁ ÚÎÁ-ËÁ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÇÌÁ (â, b̂ ÉÌÉ 
̂), ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ÕÇÌÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ((v; w; ~a), (w; u;~b)ÉÌÉ (u; v; ~
)) ÍÅÎÑÅÔ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ (x̂ 7→ � − x̂) × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×.



146 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊõ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÇÌÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ (v; w; ~a), (w; u;~b), (u; v; ~
) ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ (ÞÅÒÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ) ÔÏÌØËÏ ÓÉÎÕÓÙ, ËÏ-ÔÏÒÙÈ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÞÅÒÅÚÜÔÉ ÕÇÌÙ. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÕÇÌÏ×ÙÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ û; v̂; ŵ, ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ(ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÒÁ×ÎÁ �). éÚ-ÚÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ





�2± (�2 − û) + �2± (�2 − v̂) + 
̂ =� (mod 2�);�2± (�2 − v̂) + �2± (�2 − ŵ) + â =� (mod 2�);�2± (�2 − ŵ) + �2± (�2 − û) + b̂ =� (mod 2�): (3)ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ u; v; w ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÕÇÌÏ×û; v̂; ŵ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ, ÓÉÓÔÅÍ (3) ÎÅ 64, ËÁË ËÁÖÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, Á×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ 8 (×ÁÖÎÏ ÌÉÛØ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÉÌÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ×ÈÏÄÉÔËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ).ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÎÁËÏ×. åÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÈÏÄÉÔ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3), ÔÏÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, É ÄÌÑ Å£ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�ÏÓÌÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× Õ ÕÇÌÏ× â; b̂; 
̂ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ×ÉÄÕâ+ b̂+ 
̂ = 0.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ â + b̂ + 
̂ = 0 ×ÌÅÞ£Ô D = 0. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ ËÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÕÇÌÙ �− â; �− b̂; �− 
̂ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÇÌÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÔÏÒÏÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ sin â; sin b̂; sin 
̂.úÁ�ÉÛÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ×ÉÄÅ
os(� − â) = sin2(� − b̂) + sin2(� − 
̂)− sin2(� − â)2 sin(� − b̂) sin(� − 
̂) :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �Å-�ÏÞËÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ
√1− ap = b=p+ 
=p− a=p2~b~
=p =⇒ p− ap = (p− a)2b
 =⇒(p−a)p = b
 =⇒ a2 = (b−
)2 =⇒ (p−b)(p−
) = 0 =⇒ D = 0:éÔÁË, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÈÏÄÉÔ × ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (3) Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ä×Å, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ + ×ÙÂÒÁÎÙ Õ ÎÉÈ × ÏÄÎÏÍ É



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 147ÔÏÍ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 4 ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÄÁÀ-ÝÉÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). úÁ�ÉÛÅÍ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ:





û+ v̂+ 
̂ = � (mod 2�);v̂+ ŵ+ â = � (mod 2�);ŵ+ û+ b̂ = � (mod 2�); 




û+ v̂− 
̂ = � (mod 2�);v̂+ ŵ+ â = � (mod 2�);ŵ+ û+ b̂ = � (mod 2�); (4)ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × (4) �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ.òÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (4), ÉÍÅÅÍû = −�a + �b + �
2 �−(p̂− â);v̂ = �a − �b + �
2 �−(p̂− b̂);ŵ = �a + �b − �
2 �−(p̂− 
̂); û = −�a + �b + �
2 �+ (p̂−b̂);v̂ = �a − �b + �
2 �+ (p̂−â);ŵ = �a + �b − �
2 �− p̂;ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ p̂ = 12 (â + b̂ + 
̂), Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �a; �b; �
�ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ±1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÒÁÔÎÏÇÏ � ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙû = �2− (p̂− â);v̂ = �2− (p̂− b̂);ŵ = �2− (p̂− 
̂); û = �2− (p̂−â);v̂ = �2− (p̂−b̂);ŵ = �2− p̂:óÄ×ÉÇ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ � �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÚÎÁËÁ Õ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ u; v; w. ðÏÓËÏÌØËÕ u = √p sin û; : : : , ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÄ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÁ£Ô Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÁ Õ ×ÓÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ):(u; v; w) = ±√p 
os p̂−â p̂−b̂ p̂−
̂p̂ p̂−
̂ p̂−b̂p̂−
̂ p̂ p̂−âp̂−b̂ p̂−â p̂



: (5)ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ sin p̂ É 
os p̂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ (�ÏÌÏ×ÉÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÕÇÌÁ), ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÂÁ-×ÌÑÅÔ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.



148 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ4. æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ × ÚÁÄÁÞÅ íÁÌØÆÁÔÔÉ�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ × ÚÁÄÁÞÅ íÁÌØÆÁÔÔÉ.âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 2.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á





a = BC =±BBC ±BCCB ± CBC;b = AC =±AAC ±ACCA ± CAC;
 = AB =±AAB ±ABBA ±BAB: (6)÷ÙÂÏÒ ÚÎÁËÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ.ðÒÏÓÔÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ BCCB = 2√rbr
 (É ÅÝ£ Ä×Á ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ A→ B → C → A).ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ rb É BBA ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙÕÇÌÁ ∠ABC = � (ÏÎ ÒÁ×ÅÎ tg �2 , ÅÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×�ÉÓÁÎÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊÕÇÏÌ ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ Ó ÎÉÍ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 
tg �2 ). ÷×ÅÄ£ÍÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ u; v; w, ÍÏÄÕÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ
|u| =√AAB =√AAC ; |v| =√BBC =√BBA; |w| =√CCA =√CCB;

A B

C
AC

CA CB
BC

AB BA
OA

OC
OBra rb

r

��




òÉÓ. 2. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × (6) ×ÓÅ ÚÎÁËÉ +.



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 149Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÉÚ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k �4 , k = 0 : : : 3. �ÏÇÄÁABBA = 2√rarb = 2|u||v|√tg±1 �2 tg±1 �2BCCB = 2√rbr
 = 2|v||w|√tg±1 �2 tg±1 
2CAAC = 2√r
ra = 2|w||u|√tg±1 
2 tg±1 �2 :�ÁÎÇÅÎÓ ÉÌÉ ËÏÔÁÎÇÅÎÓ × ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÔÏÇÏ, ×�ÉÓÁÎÁ ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ (ÉÌÉ ×ÅÒ-ÔÉËÁÌØÎÙÊ ÅÍÕ) ÕÇÏÌ, ÌÉÂÏ ÖÅ × ÓÍÅÖÎÙÊ Ó ÎÉÍ.÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÁÎÇÅÎÓÙ �ÏÌÏ×ÉÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ S2 = p2r2 = p(p− a)(p− b)(p− 
).ðÏÌÕÞÁÅÍ tg �2 =√(p− b)(p− 
)p(p− a)É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÏ×. éÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ,ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ):
√tg �2 tg �2 =√p− 
p =√1− 
p; √
tg �2 tg �2 =√p− ap− b ; (7)

√
tg �2 
tg �2 =√ pp− 
 : (8)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ (6), ÂÕÄÅÍ �ÏÌÕÞÁÔØ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ |u|; |v|; |w| É Ó×ÏÄÉÔØ ÉÈ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (1) ×Ù-ÂÏÒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.4.1. ðÅÒ×ÁÑ ×ÏÓØÍ£ÒËÁ ÒÅÛÅÎÉÊðÕÓÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×�ÉÓÁÎÙ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÕÇÌÙ. �ÏÇÄÁ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÉÓÔÅÍÙ (6) ÉÍÅÀÔ×ÉÄ (7), �ÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ (6) ÓÒÁÚÕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÏ×ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁËÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ (6) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÎÆÉÇÕ-ÒÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÉÓ. 1 (ÓÍ. ÓÔÒ. 143). äÌÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ (1), ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ u; v; w �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6)



150 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ (1), �ÏÍÅÎÑ× ÚÎÁË ÕÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (ÜÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔ Ä×Á ÚÎÁËÁ × ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).òÅÛÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (1), ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÚÎÁËÏ×ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÈ É �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÒÅÛÅÎÉÑ. îÏ ËÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÅÒ×ÏÊÉ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ (1) �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÄÁ£Ô ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÑÍ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÙÂÏÒÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁËÏ× Õ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (6) É, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÅÒÅÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁËÁÕ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×ËÁË ÓÄ×ÉÇ ÎÁ � ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ (×ÙÂÉÒÁÅÍ�ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÚÎÁË!) × (5) ÓÉÎÕÓÙ É ËÏÓÉÎÕÓÙ �ÏÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ.4.2. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑîÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÚÇÌÑÄÙ×ÁÑ ÒÉÓ. 1, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÎ-ÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÈ ÏÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×�ÉÓÁÎÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ (ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊÅÍÕ) ÕÇÏÌ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ | ×Ï ×ÎÅÛÎÉÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ �ÒÑÍÙÍÉ. ðÏÎÑÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ | ÅÓÌÉ ÏÄÎÁÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×�ÉÓÁÎÁ ×Ï ×ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ | ÎÅÔ, ÔÏ ÏÄÎÕ ÉÚ�ÁÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ l1; l2; l3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×�ÉÓÁÎÙ ×Ï ×ÎÅÛÎÉÅ ÕÇÌÙ.éÔÁË, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù, × ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÊ ÉÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ×�ÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. íÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÜÔÏÍÕ ÕÇÌÕ, | ÜÔÏ B. ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÓÅÒÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ.ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (6) Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (7{8). ðÏÌÕÞÁÅÍ






 =± |u|2 ± 2|u||v|√tg �2 
tg �2 ± |v|2 = ±|u|2 ± 2|u||v|√p− ap− b ± |v|2;a =± |v|2 ± 2|u||v|√
tg 
2 tg �2 ± |w|2 = ±|v|2 ± 2|u||v|√p− 
p− b ± |w|2;b =± |w|2 ± 2|w||u|√
tg 
2 
tg �2 ± |u|2 = ±|w|2 ± 2|w||u|√ pp− b ± |u|2:(9)



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 151òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ 5 ÎÁ ÒÉÓ. 1. òÁÓÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ÎÅ£ ÚÎÁËÉ × (9)É ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ a′ = −a; b′ = b; 
′ = −
. ðÏÌÕÞÉÍ






′ =|u|2 + 2|u||v|√−
(1− 
′p′)− |v|2;a′ =− |v|2 + 2|u||v|√−
(1− a′p′)+ |w|2;b′ =|w|2 + 2|w||u|√1− b′p′ + |u|2: (10)

åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ u;w | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, Á v | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉ-ÍÁÑ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (10) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÓÉÓÔÅÍÕ (1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a′; b′; 
′ (ÜÔÕ ÚÁÍÅÎÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ(−a; b;−
)).òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (5). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØ-ÓÑ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 5. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÚÉÍÒÅÛÅÎÉÑ (5) ÞÅÒÅÚ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ3) ÏÔ ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÕÇÌÏ×ÙÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.ðÕÓÔØ â = 'a + ita; b̂ = 'b + itb; 
̂ = '
 + it
:�ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ, ÄÌÑ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 
̂ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
os 
̂ =− i√p− ap− b = 
h t
 
os'
 − i sh t
 sin'
;sin 
̂ =√ 
p− b = 
h t
 sin'
 + i sh t
 
os'
:éÚ ÜÔÉÈ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ 
̂ É â:'
 = �2 ; t
 = ar

h√ 
p− b = ar
sh√p− ap− b ;'a = �2 ; ta = ar

h√ ap− b = ar
sh√p− 
p− b :3)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË: 
hx def= (ex + e−x)=2,shx def= (ex − e−x)=2. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉ-ÔÁÔØ × [8℄.



152 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊäÌÑ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ b̂ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ:
os b̂ = −
√ pp− b = 
h tb 
os'b − i sh tb sin'b;sin b̂ = −i√ bp− b = 
h tb sin'b + i sh tb 
os'b;'b = �;tb = − ar

h√ pp− b = − ar
sh√ bp− b :þÅÒÅÚ t ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (ta + tb + t
)=2. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÏÒ-ÍÕÌ (5) ÞÅÒÅÚ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.

(u; v; w) = ±
√p− b sh(t− ta) i 
h(t− tb) sh(t− t
)

−i 
h t sh(t− t
) i 
h(t− tb)sh(t− t
) −i 
h t sh(t− ta)i 
h(t− tb) sh(t− ta) −i 
h t 

 :(11)ðÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 5. þÔÏÂÙ ×ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (t − ta), (t − t
) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÄÌÑ (a; b; 
) �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ sh(tb + t
) < 0 < sh ta, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÎÕÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ tb + t
 < ta. ÷ÔÏÒÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × (11) É ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁËÏ×× ÓÉÓÔÅÍÁÈ (6) ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ 6 É 7, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉÓÔÒÏËÉ ÔÁËÖÅ ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ: ÔÒÅÔØÑ | ÄÌÑ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÉ 6, ×ÔÏÒÁÑ | ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 7, ËÏÇÄÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 1×ÅÒÛÉÎÁ H = C, ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ | ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 7, ËÏÇÄÁ H = A.ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒ×ÏÊ ×ÏÓØÍ£ÒËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ, ×Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (6)ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ 8{10, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ u; v; w ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ (10),ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁËÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ ÓÄ×ÉÇ ÕÇÌÏ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÁ � (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ ÓÉÎÕÓÏ× ÕÇÌÏ×ÙÈ



ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ 153�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ:(u; v; w) = ±
√p− b i 
h(t− ta) − sh(t− tb) i 
h(t− t
)

− sh t i 
h(t− t
) − sh(t− tb)i 
h(t− t
) − sh t i 
h(t− ta)
− sh(t− tb) i 
h(t− ta) − sh t 


: (12)÷ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 8, Á ÔÒÅ-ÔØÑ | ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 9. ÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ |v|× ÏÄÎÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷ÔÏÒÁÑ É ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ ÓÔÒÏËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÕÍÓÌÕÞÁÑÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ 10.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ËÏÒÏÔËÏ Ï�ÉÛÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ.äÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ×ÏÓØÍ£ÒËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ √p=2 ÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ~� ÎÁ ÎÅÊ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ ÈÏÒ-ÄÁÍÉ ÄÌÉÎ √a, √b, √
. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ É ÓÔÏ-ÒÏÎÙ ~� ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÓÆÅÒÕ ÎÁ 8 ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ×�ÉÛÅÍ ×ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ É ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌÉ ÉÓËÏÍÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ u; v; w.÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÎÁÂÖ£ÎÎÏÍ �ÓÅ×ÄÏÍÅÔÒÉËÏÊ d2 = x2 − y2 − z2. òÏÌØ ÓÆÅÒ ×ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÇÒÁÀÔ Ä×Õ�ÏÌÏÓÎÙÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÙ (�ÓÅ×ÄÏÓÆÅÒÙ), ÁÉÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÕÔØ �ÂÏÌØÛÉÅ ËÒÕÇÉ�. �ÒÉ ÔÁËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ �ÓÅ×ÄÏÓÆÅÒÕ ÎÁ 8 ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÙ √a′, √b′, √
′. ÷ �ÓÅ×ÄÏÍÅÔÒÉËÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ,ÌÉÂÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ×�ÉÓÁÎÎÁÑ × �ÓÅ×ÄÏÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÅÇÏ ÄÕÇÓ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ. íÏÄÕÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌÉ ÉÓËÏÍÙÈÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Malfatti. Memoirie di matemati
a. Tomo X. Parte I. Modena. 1803.[2℄ Steiner J. Einige geometris
he Betra
htungen. // Crelle J. Parte I. 1826.



154 ÷. ú. âÅÌÅÎØËÉÊ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ[3℄ Petersen J. Methodes et theories pour la resolution des problemes des
onstru
tions geometriques. Paris: Gautier-Villars. 1880.[4℄ áÄÌÅÒ á. �ÅÏÒÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. ïÄÅÓÓÁ: ÉÚÄ-×Ï \Math-esis". 1910.[5℄ ûËÌÑÒÓËÉÊ ä. ï., þÅÎ�Ï× î. î., ñÇÌÏÍ é. í. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÔÅ-ÏÒÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Þ. 2. çÅÏÍÅÔÒÉÑ (�ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ). í.: çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ.1952. (óÅÒÉÑ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ�.)[6℄ âÅÌÅÎØËÉÊ ÷. ú., úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ á. á. ï ÚÁÄÁÞÅ íÁÌØÆÁÔÔÉ. // ë×ÁÎÔ.1994. �4.[7℄ áÄÁÍÁÒ ö. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÞÁÓÔØ I. ðÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ. í.: õÞ-�ÅÄÇÉÚ. 1948.[8℄ ûÅÒ×ÁÔÏ× ÷. ç. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. í.: çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ. 1954.(óÅÒÉÑ �ðÏ�ÕÌÑÒÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�.)



îÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅÓÀÖÅÔÙ
÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ?á. ò. áÌÉÍÏ×∗ðÕÓÔØ M | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ É x | ÔÏÞ-ËÁ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÅÍÕ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞ-ËÁ ÉÚ M , ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ÎÅÊ (ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ), Ô. Å. ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁy0 ∈ M , ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ y0 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ M . (�ÁËÉÈ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ Ë x ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÍÎÏÇÏ.)åÓÌÉM | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ É ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ ×ÎÅM , ÔÏ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë xÔÏÞËÁ y0 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ-×ÁÀÝÅÊ ËÒÕÇ M , É ÌÕÞÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ × �ÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x. îÏ ÅÓÌÉ M ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÅÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË y1 É y2, ÔÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:{ ÔÏÞËÁ x ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ l Ë ÏÔÒÅÚËÕ [y1; y2℄,ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë x ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ | ÉÌÉ y1, ÉÌÉ y2;{ ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ ÎÁ l, ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ Ë x ÂÕÄÕÔ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ y1 É y2.�ÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔ ÏÂ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏÍ ÂÕÒÉÄÁÎÏ×ÏÍ ÏÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÏÑÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÙÈÏÔ ÎÅÇÏ ÍÅÛËÏ× Ó Ï×ÓÏÍ É �ÏÇÉÂ ÏÔ ÇÏÌÏÄÁ, ÔÁË É ÎÅ ÒÅÛÉ×, ËÁËÏÊ ÉÚÍÅÛËÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÂÌÉÖÅ.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁË Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÉÚ M Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ?

∗òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ �96-01-00212) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �÷ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÛËÏÌÙ� (�ÒÏÅËÔ �96-15-96102). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(155{172)



156 á. ò. áÌÉÍÏ×÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2, ÁÚÁÔÅÍ | × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn.äÌÑ ÔÏÞÅË x; y Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = (�1; �2) É y = (�1; �2) ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ R2 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ 〈x; y〉 = �1�1 + �2�2, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× x É y. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 〈·; ·〉 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
〈x; y〉 = 〈y; x〉 É 〈�x+ �y; z〉 = �〈x; z〉+ �〈y; z〉 �ÒÉ �; � ∈ R. ðÏÄ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÙÞÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

‖x− y‖ =√〈x− y; x− y〉 =√(�1 − �1)2 + (�2 − �2)2:ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �(x;M) ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á M �(x;M) = infy∈M ‖x− y‖:ðÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÔÕ ÔÏÞËÕ y0 ∈ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
‖x− y0‖ = �(x;M), Ô. Å. ‖x− y0‖ 6 ‖x− y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ y ∈M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ M ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Px.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ, ÅÓ-ÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏ ÏÄÎÕ ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ × M :

∀x Px ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ:åÓÌÉ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅÔÏÞËÅ x Å£ ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ ÔÏÞËÕ Px ÉÚ M , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË-�ÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M .ðÒÏÓÔÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÕÖÁÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊËÒÕÇ, ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ××ÅÄ£ÎÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÕÅÍ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ×Ï�ÒÏÓ: Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á× R2 (× Rn).ðÅÒ×ÙÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍ, ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ-×ÁÔÅÌÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ð. ì. þÅÂÙÛ£×ÙÍ. îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï� ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ �ÏÚÄÎÅÅ ó. â. óÔÅÞËÉÎÙÍ × ÞÅÓÔØ þÅÂÙÛ£×Á.ðÅÒ×ÙÍÉ, ËÔÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×, ÂÙÌÉ ì. âÕÎÔ É �. íÏ�ËÉÎ. ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 30-È ÇÏÄÏ× âÕÎÔ ÏÔ×ÅÔÉÌÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Rn (ÓÍ. ÏÂÚÏÒÙ [2℄ É [3℄) É ÎÁÛ£Ì ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÁËÉÍ



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 157ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏM ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÓÏÄÅÒÖÉÔÏÔÒÅÚÏË [x; y℄, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÕÇ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ | ×Ù�ÕËÌÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÎÅÔ.�ÅÏÒÅÍÁ (ì. âÕÎÔ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (× �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏÚÁÍËÎÕÔÏ É ×Ù�ÕËÌÏ.úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÔÏ ÎÁÛÌÁÓØ ÂÙ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Ô. Å. ÔÏÞËÁ,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á), ÅÍÕ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÁÑ, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÞÅÂÙÛ£×ÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ É ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÏÞÅÎØÄÁ×ÎÏ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ.íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ É �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ R2.÷×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. åÓÌÉ x ∈ R2 É r > 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍB(x; r) = {y ∈ R2 ∣∣ ‖x− y‖ 6 r} | ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r,�B(x; r) = {y ∈ R2 ∣∣ ‖x− y‖ < r} | ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x ÉÒÁÄÉÕÓÏÍ r, (�×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ� ËÒÕÇÁ B(x; r)),S(x; r) = {y ∈ R2 ∣∣ ‖x− y‖ = r} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r.
òÉÓ. 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÅ × Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ×Ù�ÕËÌÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÔÏÞ-ËÁ x ÎÅ ÌÅÖÉÔ × M . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x ÉÍÅÅÔ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÕ ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÌÉÖÁÊ-ÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ×ÌÅÞ£Í ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÅÒ-ÛÔÒÁÓÓÁ: ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÅ1)ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÕÀÔÏÞËÕ � ∈ M É �ÏÌÏÖÉÍ r = ‖x − �‖. �ÏÇÄÁ(ÓÍ. ÒÉÓ. 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ′ =M ∩B(x; r) ×Ù�ÕËÌÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ (ËÁË �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÉÂÏ ÌÅÖÉÔ× ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.1)÷ R2 É × Rn ËÏÍ�ÁËÔ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.



158 á. ò. áÌÉÍÏ×

òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.æÕÎË�ÉÑ f(y) = ‖x − y‖ =√(�1 − �1)2 + (�2 − �2)2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ M ′ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ŷ, Ô. Å. ‖x− ŷ‖ 6

6 ‖x− �‖ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈M ′. á ×ÎÅ M ′ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ x ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅ, ÂÏÌØÛÅÅ ‖x− �‖. úÎÁÞÉÔ, ŷ | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÔÏÞËÁ Ë x × M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ M | ×Ù�ÕËÌÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x =∈ M ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÅÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÔÏÞËÉ y1; y2 ∈ M . ðÏÓËÏÌØËÕ M ×Ù�ÕËÌÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ z = (y1 ++ y2)=2 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [y1; y2℄ | �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M .÷ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍ) ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉx; y1; y2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2) ÔÏÞËÁ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÓÏÔÙ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ xÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ [y1; y2℄, Ô. Å. Å£ ÄÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ | ÞÉÓÌÁ
‖x−y1‖ = ‖x−y2‖. éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÔÏÞËÕ z ∈M , ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÕÀ Ë x, ÞÅÍy1 É y2, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÔÏÞÅË y1 É y2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓÈÏÄ-ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ Õ x Ä×ÕÈ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÔÏÞÅË ÂÙÌÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ,�ÏÜÔÏÍÕ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ì. âÕÎÔÁ(óÍ. [4℄.) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ÎÅ×Ù�ÕËÌÏ. �ÏÇÄÁÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ x1; x2 ∈ M É ÔÏÞËÁ y ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x1;x2℄ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ y ÎÅÌÅÖÉÔ × M . ðÏÓËÏÌØËÕ M ÚÁÍËÎÕÔÏ É y =∈ M , ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ " > 0ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÒÕÇ B(y; ") ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó M .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ 
 ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÕÇÏ× B(z; �), ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÕÇ B(y; ") É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ Ó M(B(y; ") ⊂ B(z; �) É �B(z; �) ∩M = ∅). ñÓÎÏ, ÞÔÏ 
 ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ � ÜÔÉÈ ËÒÕÇÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ B(z; �) ∈ 
 �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [x1;x2℄ × Ä×ÕÈÔÏÞËÁÈ �1 É �2, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ 2a (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 159ÞÅÒÅÚ b ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ ÈÏÒÄÙ [�1; �2℄. ñÓÎÏ, ÞÔÏ b+ " 6 � = √a2 + b2,ÏÔËÕÄÁ b2 + 2b"+ "2 6 a2 + b2 É b 6 (a2 − "2)=(2"), ÚÎÁÞÉÔ, �2 = a2 + b2 6

6 a2 + ((a2 − "2)=(2"))2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.åÓÌÉ B(z; �) ∈ 
, ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ z ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:{ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [x1;x2℄ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ x1 É x2;{ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ x1 É x2, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ(a2 − "2)=(2").ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ (z; �), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ B(z; �) ∈ 
,ÅÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔ. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ × 
 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÒÕÇB(z0; �0) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏB(z0; �0) ∩M 6= ∅;ÉÎÁÞÅ × 
 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÒÕÇ B(z0; �1) ÂÏÌØÛÅÇÏ, ÞÅÍ �0, ÒÁÄÉÕÓÁ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ �1 = minv∈M ‖v − z0‖ > �0, ÔÏÇÄÁ B(z0; �1) ∩M = ∅ É B(y; ") ⊂
⊂ B(z0; �0) ⊂ B(z0; �1)). ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ y0 ∈ M | ÔÏÞËÁ, ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë z0,ÔÏÇÄÁ �(z0;M) = ‖z0 − y0‖ = �0.

òÉÓ. 4.

ðÏÓËÏÌØËÕ B(y; ") ⊂ B(z0; �0), ÔÏÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S(z0; �0) ËÒÕ-ÇÁ B(z0; �0) ÉÌÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó B(y; ") ÎÉÏÄÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ, ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ w (ÒÉÓ. 4), ËÏÔÏÒÁÑ, ÔÁËËÁË B(y; ")∩M = ∅, ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ
{y0} = M ∩ S(z0; �0). åÓÌÉ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØÓÄ×ÉÎÅÍ ËÒÕÇ B(z0; �0) ÎÁ ÍÁÌÏÅ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −−→y0z0(× ÓÌÕÞÁÅ S(z0; �0) ∩ B(y; ") = ∅) ÉÌÉ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −−→y0w (× ÓÌÕÞÁÅS(z0; �0) ∩ B(y; ") = {w}), ÔÏ ËÁÓÁÎÉÅÓÄ×ÉÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ B(z0; �0) É ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á M ÉÓÞÅÚÎÅÔ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÒÉÓ. 4). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p; q ∈
∈ S(z0; �0) ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ [p; q℄ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÈÏÒÄÅ [w; y0℄.äÉÁÍÅÔÒ [p; q℄ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ËÒÕÇ ÎÁ Ä×Á �ÏÌÕËÒÕÇÁ: �1 É �2, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁ-ÅÍ, ÞÔÏ w ∈ �1, y0 ∈ �2. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �1,ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÌÕËÒÕÇÁ �1 ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÂÏÌØÛÅ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a > 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ b > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 
,0 6 
 6 b, ÓÄ×ÉÇ �1(
) = �1 + 
 · −−→y0w �ÏÌÕËÒÕÇÁ �1 ÎÁ ×ÅËÔÏÒ 
 · −−→y0wÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó M . äÁÌÅÅ, �ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ b · −−→y0w ÌÀÂÁÑ ÔÏÞ-ËÁ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÌÕËÒÕÇÁ �2 �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ �ÏÌÕËÒÕÇÁ �1(
)
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 ∈ [0; b℄ É, �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × M .éÔÁË, ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ B(z′0; �0) = B(z0; �0) + 
 · −−→y0w ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó M(z′0 = z0 + 
 · −−→y0w), Ô. Å.B(y; ") ⊂ B(z′0; �0); B(z′0; �0) ∩M = ∅:úÎÁÞÉÔ, B(z′0; �0) ∈ 
. îÏ ÔÏÇÄÁ B(z′0; �2) ∈ 
 ÄÌÑ �2 = minv∈M ‖v − z′0‖,ÞÔÏ ××ÉÄÕ �2 > �0 �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �0. üÔÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÄÏ�ÕÝÅÎÉÅ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ M ×ÅÄ£Ô Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÷. ëÌÉ { ÷. é. âÅÒÄÙÛÅ×Á { ì.ð. ÷ÌÁÓÏ×Á(óÍ. [3, 8℄.) ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÇÒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁâÒÁÕÜÒÁ2) Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ ËÒÕÇÁ × ÓÅÂÑ (ÓÍ. [5℄, [6℄): �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ËÒÕÇÁB(x; r) × ÓÅÂÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ; Ô. Å. ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁz0 ∈ B(x; r) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(z0) = z0. üÔÁ ×ÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÁ É�ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ ÉÚ Rn× ÓÅÂÑ.õÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ ×ÁÖÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÊ �Ï-×ÏÒÏÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ 360n◦, n ∈ N, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
òÉÓ. 5.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÓÏÌÎ-�ÅÍ, ÅÓÌÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x,ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ × M , ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ w ÉÚ ÌÕÞÁ,ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ × y = Px É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏÞÅÒÅÚ x, ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ y Ó×ÏÅÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊÉÚ M .íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ âÕÎÔÁ, �ÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÓÏÌÎ�ÅÍ É ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÓÏÌÎ�Å×Ù�ÕËÌÏ.ìÅÍÍÁ 1. þÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (× Rn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÓÏÌÎ�ÅÍ.2)âÅÒÄÙÛÅ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ, ÞÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÇÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × 1960 Ç. �ÏÌÕÞÉÌÏ ÚÏÌÏÔÕÀ ÍÅÄÁÌØ ÎÁ ËÏÎËÕÒÓÅ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÒÁÂÏÔ.
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òÉÓ. 6.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.ðÕÓÔØ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Éx =∈ M . ðÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ` ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÕÞ,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × y = Px É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊÞÅÒÅÚ x. ðÏÌÏÖÉÍ r = ‖x − y‖ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ B = B(x; ‖x − y‖). ï�ÒÅÄÅÌÉÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : B → B �Ï ÆÏÒÍÕÌÅg(z) = x+ ‖x− y‖
‖x− Pz‖(x− Pz); z ∈ B(ÔÏÞËÁ g(z) ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÌÕÞÁ,ÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ x × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ −−→Pz x, ÓÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S(x; r)) (ÓÍ. ÒÉÓ. 6)).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ P ÎÁ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u; v ∈ R2 (u; v ∈ Rn), ÔÏ�(u;M) 6 ‖u− v‖+ �(v;M); |�(u;M)− �(v;M)| 6 ‖u− v‖: (1)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈M × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅ-ÅÍ ‖u − s‖ 6 ‖u − v‖ + ‖v − s‖. ÷ÏÚØÍ£Í ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ �Ï s ∈ M ÓÎÁ-ÞÁÌÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Á ÚÁÔÅÍ | × �ÒÁ×ÏÊ. ðÏÌÕÞÉÍ �(u;M) 6

6 ‖u− v‖+ �(v;M). ðÏÍÅÎÑ× ÍÅÓÔÁÍÉ u É v × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ,�ÏÌÕÞÉÍ �(v;M) 6 ‖u− v‖+ �(u;M). ðÏÜÔÏÍÕ
|�(v;M) − �(u;M)| 6 ‖u− v‖:�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ P ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ u, Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÏ " > 0 É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {un}n∈N,un → u, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ‖vn − v‖ > " ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N, ÇÄÅ Pun = vn, Pu = v(ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u 6= v). ÷ ÓÉÌÕ (1) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {vn}n∈NÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÕÓÔØ v̂ | Å£ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ v̂ 6= v. ðÏ (1)

‖u − v̂‖ = limn→∞ ‖un − vn‖ = �(u;M). �ÁË ËÁË M ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ v̂ ∈ M ,Ô. Å. ÏÂÅ ÔÏÞËÉ v; v̂ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ Ë u| �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ,ÞÔÏ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.éÔÁË, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ P ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ gÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÁÕÜÒÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ë×Ù�ÕËÌÏÍÕ ËÏÍ�ÁËÔÕ B É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g: ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ z0 ∈ B ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ g(z0) = z0. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g(z0) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ z0 Ó Å£ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Pz0. ðÒÉ ÜÔÏÍ (ËÁË



162 á. ò. áÌÉÍÏ×ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ M | ÞÅÂÙÛ£×-ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï), ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [z0;Pz0℄ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ Pz0. îÏ ÄÌÑ x ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÔÏÞËÁ y = Px, É ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.úÎÁÞÉÔ, Pz0 = y. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ [y; z0℄ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊÔÏÞËÏÊ ÉÚ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ y.ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÄÌÑ x, Ë ÔÏÞËÅ z0,ÍÙ ÅÝ£ ÄÁÌÅÅ ÓÄ×ÉÎÅÍÓÑ �Ï ÌÕÞÕ `. ÷ ÉÔÏÇÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ w ∈ ` ÔÏÞËÁy ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÉÚ M . ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 2. ÷ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÓÏÌÎ�Å × R2 (× Rn) ×Ù�ÕËÌÏ.íÙ ÄÁÄÉÍ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó�ÏÓÏÂ I (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ) [8℄. ðÕÓÔØ x; y ∈ M Éz = �x + (1 − �)y ∈ [x; y℄, ÇÄÅ 0 6 � 6 1. ðÏÓËÏÌØËÕ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅÓÏÌÎ�Å, ÔÏ �ÒÉ z =∈ M ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ z + �(z − Pz) ÄÌÑ � > 0 ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕPz Ó×ÏÅÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÉÚ M .ðÏÓËÏÌØËÕ Pz | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ z + �(z − Pz), ÔÏ
‖z + �(z − Pz)− x‖2 > ‖z + �(z − Pz)− Pz‖2;É, �ÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

‖z − x‖2=� + 2〈z − Pz; z − x〉 > ‖z − Pz‖2=� + 2〈z − Pz; z − Pz〉:õÓÔÒÅÍÌÑÑ � → ∞ × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ
〈z − Pz; z − x〉 > ‖z − Pz‖2:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ y ×ÍÅÓÔÏ x, ÉÍÅÅÍ
〈z − Pz; z − y〉 > ‖z − Pz‖2:õÍÎÏÖÁÑ Ä×Á �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ � É (1− �) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÑ ÉÈ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ z = �x+ (1− �)y, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ0 > ‖z − Pz‖2:éÔÁË, ‖z − Pz‖ = 0, ÏÔËÕÄÁ z = Pz ∈M , Ô. Å. M | ×Ù�ÕËÌÏ.ó�ÏÓÏÂ II (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ). ðÕÓÔØ x =∈ M , y = Px. ðÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÕÇÕ B(x; ‖x − y‖) × ÔÏÞËÅ y. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ (ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ �ÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ ÉÌÉ�Ï×ÏÒÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×), ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 163Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ, Á ÔÏÞËÁ x = (0; �) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ É � > 0. �ÏÇÄÁy = (0; 0).ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÏÌÎÅÞÎÏÓÔÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ w ÌÕÞÁ ` = {�x |� > 0} ÉÍÅÅÔÓ×ÏÅÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÕ y. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÑÍÁÑ � ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÌÀÂÏÍÕËÒÕÇÕ B(w; ‖w − y‖), w ∈ `.

òÉÓ. 7.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ � = ∪w∈`�B(w; ‖w‖) |ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÒÕÇÏ× Ó �ÅÎ-ÔÒÁÍÉ ÎÁ `. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �B(w; ‖w‖)∩M = ∅ ÄÌÑ w ∈ `. ðÕÓÔØ z | �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ � | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ËÒÕÇÕ B(w; ‖w‖),w ∈ `, ÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (z; y) ÏÂÑÚÁÎ �Å-ÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÛÁÒÁ �B(x; �) ∈ �. îÏ ÔÏÇÄÁ, ÅÓ-ÌÉ ÔÏÞËÁ w ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÕÀ ÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÔÏ ÔÏÞËÁ z ÂÕÄÅÔ ÌÅ-ÖÁÔØ × �B(w; ‖w‖) (ÜÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓ-ÌÉ ! > (�21 + �22 )=(2�2), ÇÄÅ z = (�1; �2),�2 > 0, w = (0; !)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, z ∈ � É ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó � É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË ÉÚ M .éÔÁË, ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ x =∈ M ÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M �ÒÑÍÏÊ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ x. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M ×Ù�ÕËÌÏ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙÎÁÛÌÉÓØ Ä×Å ÔÏÞËÉ u; v ∈ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x ∈ [u; v℄ É x =∈ M , ÔÏ ÔÏÞËÕx ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ M �ÒÑÍÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅÓÏÌÎ�Å M ×Ù�ÕËÌÏ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ��Å�ÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ âÕÎÔÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÌÅÍÍ: �Ï ÌÅÍÍÅ 1 ËÁÖÄÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÓÏÌÎ�ÅÍ, Á �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ×ÓÑËÏÅ ÓÏÌÎ�Å ×Ù�ÕËÌÏ.*** ***óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ âÕÎÔÁ ÍÙ ÄÁÄÉÍ × ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. üÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á |ÌÀÂÁÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ x = (�1; �2; : : : ; �n) ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÉÞÉÓÌÁ �1; �2; : : : ; �n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ x. äÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ � ∈ R �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:x+ y = (�1; �2; : : : ; �n) + (�1; �2; : : : ; �n) = (�1 + �1; �2 + �2; : : : ; �n + �n);�x = �(�1; �2; : : : ; �n) = (��1; ��2; : : : ; ��n):



164 á. ò. áÌÉÍÏ×äÌÑ ÌÀÂÙÈ x = (�1; : : : ; �n), y = (�1; : : : ; �n) ∈ Rn Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× x É y �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:
〈x; y〉 = �1�1 + : : :+ �n�n:üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÅÊ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 〈·; ·〉 ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ: 〈x; y〉 = 〈y; x〉, 〈x; y+ z〉 = 〈x; y〉+ 〈x; z〉,

〈�x; y〉 = �〈x; y〉, 〈x; x〉 > 0 �ÒÉ x 6= 0 É 〈x; x〉 = 0 �ÒÉ x = 0.äÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ x × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
‖x‖ =√�21 + · · · + �2n =√(x; x):3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï áÓ�ÌÕÎÄÁ { æÉËËÅÎÁüÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÁË É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �. 4 (Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ), ÂÕÄÅÔ Ï�ÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ-ÒÙ, ÄÁÀÝÉÅÓÑ ÎÉÖÅ.ðÕÓÔØ x ∈ Rn ÉM ⊂ Rn. �ÏÞËÁ y0 ∈M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊÔÏÞËÏÊ ÉÚ M ÄÌÑ x, ÅÓÌÉ

‖x− y0‖ = sup{‖x− y‖ | y ∈M}; Ô. Å. ‖x− y0‖ > ‖x− y‖ ∀y ∈M:óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏ-ÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Rn ×M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ y0, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÏÔ x. �ÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙ-ÓÌÅ �ÏÂÒÁÔÎÙ� Ë ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀ-ÝÅÅ ÔÏÞËÅ x Å£ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ M , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍF : Rn →M . éÔÁË,F (x) ∈M; ‖x− F (x)‖ = sup{‖x− y‖ | y ∈M}:ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÌÕÖÉÔ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÒÕÇÉÅ �ÒÉ-ÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÌØÚÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÁÖ-ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ., ÎÁ�Ò., [8℄).�ÅÏÒÅÍÁ (êÅÓÓÅÎ). �ÏÌØËÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Rn ÏÂÌÁ-ÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 165äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÕÓÔØ M ⊂ Rn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ðÕÓÔØF : Rn → M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ x Å£ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁ-Ì£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ M . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ÄÁÌÅÅ�ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÁÕÜÒÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÛÁÒÕB(x0; r0), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ M .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. �ÏÇÄÁÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; : : : ; xk; : : : ÔÏÞÅË ÉÚ Rn, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ËÔÏÞËÅ x, É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (x1); : : : ; F (xk); : : : ÎÅ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ F (x). ðÏÓËÏÌØËÕ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xi1 ; : : : ; xim ; : : : �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x1; : : : ; xk; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (xi1); : : : ; F (xim); : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ y,ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ F (x). ðÏÓËÏÌØËÕ M ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ y ∈ M . �ÏÞËÉ F (x) É yÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ x | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ M . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.óÕÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Ï | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ M ÛÁÒ B(x0; r0) | ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÇÏ ×ÓÅÂÑ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ y0 ∈ B(x0; r0)ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F , Ô. Å. F (y0) = y0. ðÏÜÔÏÍÕ y0 ∈ M . éÔÁË, y0 | ÎÁÉÂÏÌÅÅÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÄÌÑ ÔÏÞËÉ y0, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï MÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. �ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Rn \ {0} → Rn, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË �(x) = x=‖x‖2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ïÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅx ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ô. Å. �ÒÉ x 6= 0. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÉÌÉ ÓÆÅÒÙ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ �.ìÅÍÍÁ 3. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1) �(S(x; r)) = S(x=(‖x‖2 − r2); r=∣∣‖x‖2 − r2∣∣), ‖x‖ 6= r,2) �(S(x; ‖x‖)) = {z | 〈z; x〉 = 1=2},3) �(B(x; r)) = B(x=(‖x‖2 − r2); r=(‖x‖2 − r2)), ÅÓÌÉ ‖x‖ > r,4) �(B(x; r) \ {0}) = Rn \ �B(x=(‖x‖2 − r2); r=∣∣‖x‖2 − r2∣∣), ÅÓÌÉ ‖x‖ < r,5) �(B(x; ‖x‖) \ {0}) = {z ∈ Rn | 〈z; x〉 > 1=2}.ðÅÒÅÈÏÄÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ âÕÎÔÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ × Rn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M . âÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 0 =∈ M , 0 ∈ 
onvM (ÞÅÒÅÚ 
onvMÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , Ô. Å. ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ×Ù-�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ M). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ËÒÕÇ, Á ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË | ÜÔÏ



166 á. ò. áÌÉÍÏ×ÏÔÒÅÚÏË, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×Ù�ÕËÌÏ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ 
onvM .éÎ×ÅÒÓÉÑ � : x 7→ x=‖x‖2 (x 6= 0) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ M ×ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏG = �(M) = {x=‖x‖2 ∣∣ x ∈M}:ëÁÖÄÙÊ ÛÁÒ B(x; r), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ G, ÏÂÑÚÁÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ× Ó×ÏÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖x‖ < r(ÉÎÁÞÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÂÙ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 0 ∈ 
onvM).äÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ Rn ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÛÁÒ B(x; t(x)), ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ G, ÞÔÏ G 6⊂ B(x; r) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r < t(x). ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÛÁÒB(x; t(x)) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Rn \ V Ë ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕV = �B(x=(‖x‖2 − t2(x)); t(x)t2(x)− ‖x‖2) ;ËÏÔÏÒÙÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍx= (‖x‖2 − t2(x)) ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ M . ðÏ-ÓËÏÌØËÕ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÔÏÔ ÛÁÒ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ M × ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ P (x=(‖x‖2 − t2(x))). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑx 7→ q(x) = P (x=(‖x‖2 − t2(x)))
‖P (x=(‖x‖2 − t2(x)))‖ ;ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÉÚ Rn × G, ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ

‖x− y‖ < ‖x− q(x)‖; ÅÓÌÉ y ∈ G É y 6= q(x):éÔÁË, G ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ êÅÓÓÅÎÁ ÏÎÏ, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÏÄÎÏ-ÔÏÞÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ 0 =∈ M , 0 ∈ 
onvM ÎÅ ÍÏÖÅÔ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ M . éÔÁË, M | ×Ù�ÕËÌÏ. �4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ó.÷.ëÏÎÑÇÉÎÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÅÍÍÙ ÏÂÏÞÉÓÔËÅþÁÓÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ� ÄÌÑ ÓÕÂÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌÏ× (ÓÍ. [9℄, ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Å£ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ). ÷ ÎÅÊ ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÞÉÓÔËÁ� ÏÔ �ÎÅ-ÎÕÖÎÙÈ� ÔÏÞÅË.



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 167ìÅÍÍÁ (ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ, [7℄). ðÕÓÔØ T | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× Rn, g : T × Rn → Rn | ÆÕÎË�ÉÑ, ×Ù�ÕËÌÁÑ �Ï x �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ t ∈
∈ T É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �Ï ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (t; x). ðÏÌÏÖÉÍ '(x) == maxt∈T g(t; x). �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x̂ | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ', ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �r, �1 + · · · + �r = 1, r 6 n + 1 É ÔÏÞËÉy1; : : : ; yr, yi ∈ �g(�i; ·)(x̂) (ÇÄÅ �i ∈ T0(x̂) = {t ∈ T | g(t; x̂) = '(x̂)} É�g(�i; ·)(x̂) = {y ∈ Rn | g(�i; x)−g(�i; x̂) > 〈x−x̂; yi〉, ∀x ∈ Rn}, i = 1; : : : ; r),ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 0 =∑ri=1 �iyi.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ M | ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn É �ÕÓÔØ G = {x=‖x‖2 ∣∣ x ∈M} | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉx 7→ x=‖x‖2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G ⊂ Rn ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ, Ô. Å. ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏ. ÷ÙÛÅ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á T = G, ÆÕÎË�ÉÉ g(t; x) = ‖t− x‖, t ∈ G. ðÕÓÔØ x̂ | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁÆÕÎË�ÉÉ ' É �ÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ �i, ÔÏÞËÉ �i, yi (i = 1; : : : ; n) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T0ÔÁËÉÅ, ËÁË × ÌÅÍÍÅ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ r > 1. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ T0 ÔÏÞËÉ �1; : : : ; �rÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x̂ |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ G | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ r = 1. �ÏÇÄÁ T0 = {�1} É �Ï ÌÅÍÍÅ ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ 0 = �1y1.ðÏÓËÏÌØËÕ �1 = 1, ÔÏ y1 = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, y1 ∈ �g(�1; ·)(x̂). üÔÏ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ‖�1 − x‖ − ‖�1 − x̂‖ > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Rn,ÞÔÏ ×ÌÅÞ£Ô ‖�1 − x̂‖ = 0, Ô. Å. �1 = x̂. îÏ �1 | ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÔÏÞËÁÉÚ G ÄÌÑ x̂. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ êÅÓÓÅÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÏÔËÕÄÁ M ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÅ×Ù�ÕËÌÙÍ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. �5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ì. ð. ÷ÌÁÓÏ×ÁìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï3). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ x =∈ M É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}n∈N, x ∈ (xn;Px)(n ∈ N), xn → x, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�(xn;M)− �(x;M)

‖xn − x‖ −→ 1: (2)3)ìÅÍÍÁ ×ÅÒÎÁ É × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ.



168 á. ò. áÌÉÍÏ×äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4. ðÕÓÔØ x ∈ Rn \ M , y = Px É �ÕÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈N ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ x ∈ (xn; y) É xn → x. ðÏÌÏÖÉÍyn = Pxn.åÓÌÉ y = yn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ � ∈ [yn;x℄×Ù�ÏÌÎÅÎÏ P� = y, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × (2).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ y 6= yn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. ÷ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÍÏÊ ÔÏÞËÁÍÉ x; xn; y; yn, ÎÁÊÄ£Í ÔÏÞËÕ z �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ xnz, �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ xyn, Ó �ÒÑÍÏÊ yyn. éÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× △xyyn É △xnyzÎÁÈÏÄÉÍ
‖z−yn‖=‖xn−x‖ = ‖yn−xn‖=‖x−y‖; ‖xn−y‖=‖xn−z‖ = ‖x−y‖=‖x−yn‖:(3)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ y = Px É yn = Pxn ÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

‖x− y‖ 6 ‖x− yn‖; ‖xn − yn‖ 6 ‖xn − y‖: (4)éÚ (3) É (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ
‖xn − y‖ 6 ‖xn − z‖: (5)ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖xn− y‖ = ‖xn−x‖+ ‖x− y‖, ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (4) É (5) É ‖xn − z‖ 6 ‖xn − yn‖ + ‖yn − z‖, Á ÚÁÔÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(3), �ÏÌÕÞÉÍ0 6 1− �(xn;M) − �(x;M)

‖xn − x‖ = 1− ‖xn − yn‖ − ‖x− y‖
‖xn − x‖ == ‖xn − y‖ − ‖xn − yn‖

‖xn − x‖ 6
‖xn − z‖ − ‖xn − yn‖

‖xn − x‖ 6

6
‖yn − z‖
‖xn − x‖ = ‖yn − y‖

‖x− y‖ = ‖yn − y‖�(x;M) −→ 0;�ÏÓËÏÌØËÕ yn → y �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ × ÌÅÍÍÅ 1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÅË�ÉÉ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ âÕÎÔÁ. ðÕÓÔØ M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2). ðÕÓÔØ x0 ∈ Rn \M ,Æ > 0 É R = �(x0;M). äÌÑ � ∈ Rn �ÏÌÏÖÉÍ f(�) = (1−2Æ)‖�−x0‖−�(�;M).îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B(x0; R) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x ∈
∈ S(x0; R).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Ô. Å. ‖x − x0‖ < R. �ÏÇÄÁ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2)ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ y ∈ �B(x;R) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(y;M)− �(x;M) > (1− Æ)‖x− y‖.



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 169�ÏÇÄÁf(y) = (1− 2Æ)‖y − x0‖ − �(y;M) << (1− 2Æ)(‖y − x‖+ ‖x− x0‖)− �(x;M)− (1− Æ)‖x − y‖ == (1− 2Æ)‖x0 − x‖ − �(x;M) − Æ‖x− y‖ = f(x)− Æ‖x− y‖:ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f(x) 6 f(y). óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ x ∈ �B(x0; R) ÂÙÌÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ É, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,
‖x0 − x‖ = R.ðÏÓËÏÌØËÕ f(x) 6 f(x0), ÔÏ�(x;M) > �(x0;M) + (1− 2Æ)R:ðÕÓÔØ Æn → 0. æÕÎË�ÉÑ fn(�) = (1 − 2Æn)‖� − x0‖ − �(�;M) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ B(x0; R) × ÔÏÞËÅ xn. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ‖x0 − xn‖ = R(n = 1; 2; : : : ) É �(xn;M) > �(x0;M) + (1− 2Æn)R: (6)ðÏÌÏÖÉÍ y0 = Px0, s = (x0 − y0)=‖x0 − y0‖ É sn = (xn − x0)=‖xn − x0‖.ðÏÓËÏÌØËÕ ‖xn−y0‖ > ‖xn−yn‖, ÔÏ ÉÚ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖xn−y0‖ >

‖x0−y0‖+R−2RÆn, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ‖s+sn‖ > 2−2Æn. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× s; sn ÚÁ�ÉÛÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ:
‖s+ sn‖2 + ‖s− sn‖2 = 2(‖s‖2 + ‖sn‖2) = 4: (7)ðÏÓËÏÌØËÕ Æn → 0, ÔÏ ÉÚ (7) Ó ÕÞ£ÔÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ

‖s− sn‖ → 0 �ÒÉ n → ∞. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ xn → x̂ = y0 − 2x0�ÒÉ n → ∞ (ÔÏÞËÁ x̂ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ ÔÏÞËÅ y0 ÎÁ ÓÆÅÒÅS(x0; R)). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ n→ ∞ × (6) �ÏÌÕÞÉÍ�(x̂;M) > �(x0;M) +R: (8)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,�(x̂;M) 6 ‖x̂− y0‖ 6 ‖x̂− x0‖+ �(x0;M) = R+ �(x0;M): (9)éÚ (8) É (9) ÓÌÅÄÕÅÔ �(x̂;M) = ‖x̂− y0‖ = 2R;ÞÔÏ ÄÁ£Ô �(x̂;M) = 2R, ÏÔËÕÄÁ P x̂ = y0.éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x0 =∈ M ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x̂ ÌÕÞÁ `, ÎÁÞÉÎÁ-ÀÝÅÇÏÓÑ × y0 = Px0 É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ x0, ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ y0 Ó×ÏÅÊ ÂÌÉ-ÖÁÊÛÅÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x0 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [y0; x̂℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É



170 á. ò. áÌÉÍÏ×ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [y0; x̂℄ ÉÍÅÅÔ y0 Ó×ÏÅÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ�ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÄÌÑ x0, Ë ÔÏÞËÅ x̂, ÍÙ ÅÝ£ ÄÁÌÅÅÓÄ×ÉÎÅÍÓÑ �Ï ÌÕÞÕ `. ÷ ÉÔÏÇÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ w ∈ ` ÔÏÞËÁ y0 ÂÕÄÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÉÚ M . úÎÁÞÉÔ, M | ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÓÏÌÎ�Å, É �ÏÌÅÍÍÅ 2 ÏÎÏ ×Ù�ÕËÌÏ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ï ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,×Ù�ÕËÌÏ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒ-ÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÒÏÂÌÅÍÁ 1. (î.÷.åÆÉÍÏ×, ó.â.óÔÅÞËÉÎ, ÷.ëÌÉ) äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ-×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ-×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×Ù�ÕËÌÏ.îÁ�ÏÍÎÉÍ [5℄, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ××ÅÄÅ-ÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈·; ·〉, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.çÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÌ-ÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖x‖ = √〈x; x〉. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn.�ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÏÌÎÏÔÙ �ÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÒÏÂÌÅÍÅ 1 ×ÁÖÎÏ, ËÁË�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÉÍÅÒ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ äÖÏÎ-ÓÏÎÏÍw (ÓÍ. [2℄) × ÎÅ�ÏÌÎÏÍ �ÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å `20 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÕÌÑÍÉ. �ÁËÖÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÅÓÔØ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ.ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ) ÉÌÉ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÓÍÙÓÌÅ) ÕÄÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ (ì. ð. ÷ÌÁÓÏ×). ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÍ ÓÏÌÎ�ÅÍ, Á × ÇÌÁÄËÏÍ X | ×Ù�ÕËÌÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ × �. 2, ÎÏ ×ÍÅÓÔÏËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Å£ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÁÕÄÅÒÁ [6℄): ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Ó×ÏÀ ËÏÍ�ÁËÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ × ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õs; sn ∈ S(0; 1); ‖s+ sn‖ → 2 �ÒÉ n→ ∞ =⇒ sn → s �ÒÉ n → ∞: (10)



÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ? 171åÓÌÉ X | ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Rn), ÔÏ X ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ (10) × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. ÷ Rn ÛÁÒ B(x0; R) ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ B(x0; R). ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔÆÁËÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÅÒÅÎ, ÎÏ �Ï ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÉÎ�É�Õ üËÌÁÎÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ fÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ��ÏÞÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ� ÎÁ B(x0; R): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ x̂ ∈ B(x0; R)ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ B(x0; R) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f(y) > f(x)− "‖x− y‖. äÁÌÅÅ �ÒÉ-ÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ �ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÅÅ� Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÞÅÂÙÛ£×-ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × n-ÍÅÒÎÙÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈXn Ï ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×Ó£. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ × ËÁ-ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÓÆÅÒÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.ë �ÒÉÍÅÒÕ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á `p(n), 1 < p < ∞, Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖x‖p = (�p1 + : : : + �pn)1=p,x = (�1; : : : ; xn), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X2 Ó max-ÎÏÒÍÏÊ (�Ë×ÁÄÒÁÔ�) ‖x‖∞ = max{|�1|; |�2|} | ÎÅÇÌÁÄËÏ.íÏ�ËÉÎ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × X2. òÁÓÓÕ-ÖÄÁÑ, ËÁË × ÌÅÍÍÅ 2 (Ó�ÏÓÏÂ II), ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÌÁÄËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÏËÁÚÁ-ÌÉ ÷.é. âÅÒÄÙÛÅ× É á. âÒÏÎÄÓÔÅÄ, ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ É ×ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÇÌÁÄËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Xn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 3.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÕÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Xn (n 6 4), × ËÏ-ÔÏÒÙÈ ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ. ðÒÉ n = 2 ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁíÏ�ËÉÎÙÍ, �ÒÉ n = 3 | âÅÒÄÙÛÅ×ÙÍ É âÒÏÎÄÓÔÅÄÏÍ, Á �ÒÉ n = 4 | á.ì. âÒÁ-ÕÎÏÍ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ s ∈ S(0; 1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ H Ë ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞËÅ s ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ H ∩ S(0; 1) = {s};ÔÏÞËÁ s ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØË ÓÆÅÒÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Xn(n 6 4) ×ÓÑËÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ×ÓÑËÁÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.äÌÑ n > 5 ×Ï�ÒÏÓ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Xn, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÑËÏÅ ÞÅ-ÂÙÛ£×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. åÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ, ÄÁÎÎÁÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 5. ïÔÍÅÔÉÍÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ é. ç. ãÁÒØËÏ×Á [9℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ ×ÓÅËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Xn, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ.
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ûÉÒÉÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁí. ì. çÅÒ×ÅÒ∗åÓÌÉ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÊ ÉÚ ËÁÒÔÏÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ Ä×ÉÇÁÑ �Ï ÓÔÏÌÕ, �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ Ç×ÏÚÄÑÍÉ, ×ÂÉ-ÔÙÍÉ × ÓÔÏÌ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔÁÝÉÔØ É ÍÅÖ-ÄÕ Ç×ÏÚÄÑÍÉ, ×ÂÉÔÙÍÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ r > 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ,ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1?âÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ: 2 ÎÁÚ×ÁÎÉÑ.ðÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ (ËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÎÁÒÉÓ. 1 ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ) ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÉÚ ÁÎÎÏÔÁ�ÉÉ�ÏÌÕÞÉÌÉ × [1℄ J. E. Goodman, J. Pa
h É C.K. Yap. íÅÔÏÄÙ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÒÁÂÏÔÙ [1℄ �ÏÓÌÕÖÉÌÉ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.

∗òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ (ÇÒÁÎÔ 96-01-01852). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(173{191)



174 í. ì. çÅÒ×ÅÒ1. �ÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉíÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ wM ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ × R2, �ÏÚ×ÏÌÑ-ÀÝÅÅ �ÒÏÔÁÝÉÔØ �ÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÛÉ-ÒÉÎÏÊ M (ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÁÎÎÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ: wM | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, Ï�ÏÒÎÙÍÉ Ë M).éÚ ÎÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÓÔÁÔØÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ.ðÕÓÔØ A É B | Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å P ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M (ÒÉÓ. 2).ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ d ÏÔÒÅÚËÁ AB ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ×ÄÏÌØ P | ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù A É B ×Ó£ ×ÒÅÍÑÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ P É ÏÔÒÅÚÏË AB, ÓÄÅÌÁ× �ÏÌÎÙÊ ÏÂÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ M ,×ÅÒÎÅÔÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ.ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ: ËÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ dM ÄÌÉÎÙ d, ÄÏ�ÕÓËÁ-ÀÝÅÅ ÔÁËÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ËÏÎ�Ï× ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÇÒÁÎÉ�Å M?ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, dM × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÛÉÒÉÎÅ wM ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M .þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ × ÁÎÎÏÔÁ�ÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÈ, ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.2. ÷ÏÚÙ É ÍÁÛÉÎÙ. æÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏòÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ Ï ÛÉÒÉÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÍ, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅ-ÒÅÄØ, �ÏÍÏÖÅÔ �ÒÉÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ × [2℄ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉî.î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á.ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏÒÏÇÉ ×ÅÄÕÔ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ C1 × ÇÏÒÏÄ C2. éÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÍÁÛÉÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ×ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÌÉÎÙ 2L, ÍÏÇÕÔ �ÒÏÅÈÁÔØ ÉÚC1 × C2 (�Ï ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ ), ÎÅ �ÏÒ×Á× ×ÅÒÅ×ËÉ. óÍÏÇÕÔ ÌÉ ÒÁÚÍÉÎÕÔØ-ÓÑ Ä×Á ËÒÕÇÌÙÈ ×ÏÚÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R > L, ÅÓÌÉ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ Ä×ÉÖÕÔÓÑ �Ï ÔÅÍÖÅ ÄÏÒÏÇÁÍ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÔ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × [2, Ó. 8,9℄. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ K = {(x1; x2) | 0 6 xi 6 1; i = 1; 2}:ðÏÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜËÉ�ÁÖÅÊ (ÏÄÉÎ| ÎÁ 1-Ê ÄÏÒÏÇÅ, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁ 2-Ê) ÍÏÖÎÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ K: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ xiÄÏÌÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ C1 ÄÏ C2 �Ï i-ÔÏÊ ÄÏÒÏÇÅ, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÕÀ ÍÅÖÄÕ C1 ÉÎÁÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÜËÉ�ÁÖÅÍ.÷ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ ÜËÉ�ÁÖÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÔÏÞËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ K. üÔÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,
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Á ÅÇÏ ÔÏÞËÉ| ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ �ÁÒÙ ÜËÉ�ÁÖÅÊ, Á ×ÓÑËÏÅ Ä×É-ÖÅÎÉÅ ÜËÉ�ÁÖÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎ (× ÇÏÒÏÄÅ C1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÌÅ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ K (x1 = x2 = 0), Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎ ÉÚ C1× C2 ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ, ×ÅÄÕÝÅÊ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÕÇÏÌ.�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÏÚÏ× (ÏÄÉÎ | ÎÁ 1-Ê ÄÏÒÏÇÅ ÎÁ×ÙÅÚÄÅ ÉÚ C2, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁ 2-Ê ÄÏÒÏÇÅ ÎÁ ×ÙÅÚÄÅ ÉÚ C1, ÒÉÓ. 3) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ K (x1 = 1; x2 = 0), Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ×ÏÚÏ× ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ, ×ÅÄÕÝÅÊ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÕÇÏÌ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.îÏ ×ÓÑËÉÅ Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÅ �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ÂÙ ÎÉ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ×ÏÚÙ,ÎÁÓÔÕ�ÉÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ �ÁÒÁ ×ÏÚÏ× ÚÁÊÍ£Ô �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÙÌÁ ×ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÁÒÁ ÍÁÛÉÎ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖ-ÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ×ÏÚÏ× ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 2R. éÔÁË, ×ÏÚÁÍ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ÒÁÚÍÉÎÕÔØÓÑ.3. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÕÞËÏÊ É ÅÇÏ ÛÉÒÉÎÁðÕÓÔØ �ÏÌÕ�ÒÑÍÁÑ H (ÒÉÓ. 4 ÎÁ ÓÌÅÄ. ÓÔÒ.) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀÔÏÞËÕ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ P ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M . ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ P É H ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ PH É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ÒÕÞËÏÊ (×ÚÁÍÅÎ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞ-ÎÙÈ, ÎÏ ÔÑÖÅÌÏ×ÅÓÎÙÈ ËÏÎÔÕÒ ÉÌÉ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÕÞËÏÊ), ÁÓÁÍÕ �ÏÌÕ�ÒÑÍÕÀ î ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÕÞËÏÊ.ó ÉÚÕÞÁÅÍÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.1. ðÕÓÔØ A0 É B0 | Ä×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÕÞËÅ H. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊa : t ∈ [0; 1℄ → A = a(t) ∈ PH ; b : t ∈ [0; 1℄ → B = b(t) ∈ PH ;
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ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:{ �ÒÉ t = 0 ÔÏÞËÉ A É B ÚÁÎÉÍÁÀÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ A0 É B0;{ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÏÔ 0 ÄÏ 1 ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |AB| ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ;{ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÏÔ 0 ÄÏ 1 �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË A É B ÏÂÈÏ-ÄÉÔ P (Ô.Å. Ä×ÉÇÁÑÓØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ | ÔÏ�Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ, ÔÏ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ | ÄÅÌÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÏÂÏÒÏÔ ×Ï-ËÒÕÇ M );{ �ÒÉ t = 1 ÏÔÒÅÚÏË AB ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ A0B0 | ÔÁË ÞÔÏ ÌÉÂÏA1 = a(1) = A0; B1 = b(1) = B0; (1)ÌÉÂÏ A1 = a(1) = B0; B1 = b(1) = A0: (2)2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÉÌÉ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏ×Á ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ A0B0: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ w, ÞÔÏ �ÒÉ
|A0B0| > w ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (1), Á �ÒÉ |A0B0| < w ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (2).3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ |A0B0| = w ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÅ �ÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÊ: É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (1), É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (2) ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ w ÎÁÚÏ×ÅÍ ÛÉÒÉÎÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÕÞ-ËÏÊ Pî .äÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ï�ÒÁ×ÄÁÀÔ ×ÙÂÏÒ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ, Á �ÏËÁ ×ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ:4. úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÛÉÒÉÎÁ Pî ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÕÞËÉ î? ðÏÄÒÏÂÎÅÅ:�ÕÓÔØ H∗ | ÌÀÂÁÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÁÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕÓ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ P ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M . ïÂßÅÄÉÎÉÍ P Ó H∗ É ÛÉÒÉÎÕ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÕÞËÏÊ PH∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w∗. òÁ×ÎÙ ÌÉ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ w É w∗?
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4. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ 1{4, ÏÂÓÕÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ.5. ðÕÓÔØ ABCD | ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÔÒ£ÈÚ×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÌÉ-ÎÉÑ, �ÒÉÞÅÍ Ú×ÅÎØÑ AB É CD ÉÍÅÀÔ (ËÁÖÄÏÅ) ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ 1. ðÕÓÔØ A′É D′ | ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ Ú×ÅÎØÑÈ AB É CD, ÞÔÏ |AA′| = |D′D| = 1. �ÏÇÄÁÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ AA′ × �ÏÌÏÖÅ-ÎÉÅ D′D, ÞÔÏ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÁ ÂÕÄÕÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊABCD.éÚ ÒÉÓ. 5 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5 ÎÅ×ÅÒÎÏ.6. óÔÁÎÅÔ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5 ×ÅÒÎÙÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÒ£ÈÚ×ÅÎÎÏÊÌÏÍÁÎÏÊ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ n{Ú×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ A0A1 : : : An, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 6 1ÏÔ A0, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ A0A1, Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ,ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 6 1 ÏÔ An, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ Å£ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ?òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 6 (ÓÍ. ÒÁÚÄ. 5) �ÏÍÏÖÅÔ ÌÕÞÛÅ �ÏÎÑÔØ ÚÁÄÁÞÉ 1{4 É, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÚÁÞÅÍ Ë ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ �ÒÉÄÅÌÁÎÁ ÒÕÞËÁ.5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ. çÒÁÆ �ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ n-Ú×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ P == A0A1 : : : An, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 6 1 ÏÔ A0, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Å£ ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ A0A1, Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ P , ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ
6 1 ÏÔ An, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Å£ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A′0 É ÞÅ-ÒÅÚ A′n ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ A0 É ÏÔ An É, ÓÌÅÄÕÑ [1℄, ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ A0A′0× �ÏÌÏÖÅÎÉÅ A′nAn, Ä×ÉÇÁÑ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ P (ÒÉÓ. 6).ðÕÓÔØ L|ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ P É �ÕÓÔØ AB|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉ-ÎÙ 1 Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ P . äÌÉÎÙ ÌÏÍÁÎÙÈ A0A É A0B (ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÅ ×ÄÏÌØ P )



178 í. ì. çÅÒ×ÅÒÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L1 É L2 É �ÏÌÏÖÉÍ (ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó ÒÁÚÄ. 2)x1 = L1=L; x2 = L2=L: (3)ðÏÓÔÕ�É× ÔÁË Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÌÉÎÙ 1 Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ P , �ÏÌÕÞÉÍÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (3) × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, Ô.Å. × Ë×ÁÄÒÁÔÅK = {(x1; x2) | 0 6 xi 6 1; i = 1; 2}:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÒÅÚËÁÍ A0A′0 É A′nAn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉF0 = (0; 1=L) É F1 = (1− 1=L; 1): (4)õÔÏÞÎÅÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ X = (x1; x2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕX ′ = (x2; x1), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀX ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑ-ÍÏÊ x1 = x2 (ÅÓÌÉ ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚËÕ AB, ÔÏ X ′ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚËÕ BA). éÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ � ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ x1 > x2,Ô. Å. �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ � ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ AB,Õ ËÏÔÏÒÙÈ (�ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÄÏÌØ P ) A ÂÌÉÖÅ Ë A0, ÞÅÍ B.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆ, Ò£-ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÄÕÇÁÍÉ ÜÌÌÉ�ÓÏ×, ÌÉÂÏ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔ-ÒÅÚËÁÍÉ (ÏÔÒÅÚËÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ËÏÎ�Ù AB �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÌÉ ÏÄÎÏÍÕÉ ÔÏÍÕ ÖÅ Ú×ÅÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ A0A1 : : : An, ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ Ú×ÅÎØÑÍ, Á ÄÕ-ÇÉ | ËÏÇÄÁ ËÏÎ�Ù AB �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ Ú×ÅÎØÑÍ). óÔÅ�ÅÎÉ×ÅÒÛÉÎ � Ï�ÉÓÁÎÙ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÌÅÍÍÙ 1, 2).�ÅÏÒÅÍÁ 1. æÁÚÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ F0 É F1 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓ×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÆÁ �, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ A0A′0 × �ÏÌÏÖÅÎÉÅ A′nAn, Ä×ÉÇÁÑ ËÏÎ-�Ù ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ P .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍ (�ÏÔÏÍ ÍÙ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÍÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÏ�Õ-ÝÅÎÉÑ), ÞÔÏÌÏÍÁÎÁÑ P ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 1. (5)äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (5) ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ �, ËÒÏÍÅ �ËÏÎ�Å×ÙÈ�×ÅÒÛÉÎ (4), ÉÍÅÀÔ Þ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ: 0; 2 ÉÌÉ 4, É ÌÉÛØ ×ÅÒÛÉÎÙ F0 É F1ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 1.



ûÉÒÉÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 179÷ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 1 ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ 1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (5): ×ÙÊÄÑÉÚ F0, ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ �, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ ÎÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕÄ×ÁÖÄÙ (�ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ); ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÎÉ ×ËÁËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (×ÏÊÄÑ × ÎÅ£, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÊÔÉ); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ F1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ðÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË AB ÄÌÉÎÙ 1 Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ P ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó A0A′0, ÎÉ Ó A′nAn. �ÏÇÄÁA 6= A0; B 6= An (6)(ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÎÁÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÌÏÍÁÎÕÀ P = A0A1 : : : An× ÎÁÞÁÌÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ: ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ P , ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ
6 1 ÏÔ A0, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ, Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ P ,ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 6 1 ÏÔ An, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Å£ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ Ú×ÅÎÕ).÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (6) AB ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó P Ä×Á ÕÇÌÁ × ÔÏÞËÅ A (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ �1, �2)É Ä×Á ÕÇÌÁ × ÔÏÞËÅ B (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ �1, �2); �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÌÕÞÁÉ:

a) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× �1, �2 | ÏÓÔÒÙÊ É × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚÕÇÌÏ× �1, �2 | ÏÓÔÒÙÊ; × ÜÔÏÍ (ÏÂÝÅÍ) ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ ËÏÎ�Á AB ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ P × Ä×ÕÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ (ÒÉÓ. 7a);



180 í. ì. çÅÒ×ÅÒb) ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ, ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÉÚ ÕÇÌÏ× �1, �2, �1, �2 | ÏÓÔÒÙÅ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÏÄÉÎ ËÏÎÅ� ÏÔÒÅÚËÁ AB ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ P × Ä×ÕÈ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑÈ, Á ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅ� AB | × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ � ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2, ÒÉÓ. 7b);


) ÏÂÁ ÕÇÌÁ �i | ÏÓÔÒÙÅ É ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× �i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÒÙÍ(ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÂÁ ÕÇÌÁ �i | ÏÓÔÒÙÅ É ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× �i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÓÔÒÙÍ); × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÏÔÒÅÚËÁ AB ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ�Ï ÌÏÍÁÎÏÊ P × Ä×ÕÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ×Á-ÒÉÁÎÔÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ � ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 4,ÒÉÓ. 7
);

d) ×ÓÅ ÕÇÌÙ �1, �2, �1 É �2 | ÏÓÔÒÙÅ, ÌÉÂÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ×ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÒÙÍ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚÏË AB ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ (ÇÒÁÆ � ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÒÉÓ. 7d).óÌÕÞÁÉ a{d ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔ 9 ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (j; k), 0 6 j; k 6 2, ÇÄÅ jÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× ÓÒÅÄÉ ÕÇÌÏ× �i, Á k | ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ×ÓÒÅÄÉ ÕÇÌÏ× �i, i = 1; 2. ìÅÍÍÁ 1 | Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ 1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (5) |ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÂÅÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5) | ÇÒÁÆ �, ËÒÏÍÅ �ËÏÎ�Å×ÙÈ� ×ÅÒÛÉÎFi ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, �ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ�, ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ.÷ÅÒÎÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:ìÅÍÍÁ 2. ÷ÓÅ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ � ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ (U; V ), ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ × � �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔ-ÒÅÚËÁÍÉ | Ò£ÂÒÁÍÉ UV .äÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ 2, Á �ÏÔÏÍ ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅ£ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. çÒÁÆ � ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ (5), Ô.Å. �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏÌÏÍÁÎÁÑ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 1 (ÒÉÓ. 7e).ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÅ Ú×ÅÎØÅ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË(ÒÅÂÒÏ UV ÇÒÁÆÁ �), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ Ä×Å ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ U É V ÎÅ-Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ 2.õÄÁÌÉ× ÉÚ ÇÒÁÆÁ � ×ÓÅ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ Ò£ÂÒÁ UV , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÎÅËÏÎ-�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÇÒÁÆÕ �′, ×ÓÅ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ Þ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ: 0; 2 ÉÌÉ 4, Ô. Å. ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ ×ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 1, ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ×ÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.ðÏ�ÕÔÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂßÑÓÎÑÀÔ ÒÏÌØ ÒÕÞËÉ H × ÚÁ-ÄÁÞÁÈ 1{3: ÜÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ A0A1 : : : An;ÎÁÌÉÞÉÅ ÒÕÞËÉ H ÄÁÓÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÆÁ � × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ËÏÎ�Å×ÙÅ� ×ÅÒÛÉÎÙ FiÓ�ÅÎÉ 1 (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ | × ÒÁÚÄ. 6), Á ÔÁËÖÅ �ÏÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÚÁÄÁÞÉ 1{3 �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï Ç×ÏÚÄÑÈ ÉÚ ÁÎÎÏÔÁ�ÉÉ.



182 í. ì. çÅÒ×ÅÒ
6. ðÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó ÒÕÞËÏÊþÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ 1{3, Ó×ÑÖÅÍ Ó PH ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ T ,ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒ£È ÞÁÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 8): ÎÁÞÁÌØÎÏÅ Ú×ÅÎÏ ÌÏÍÁÎÏÊ T | ËÕÓÏËÒÕÞËÉ H ÏÔ ÔÏÞËÉ A0 ÄÏ ÔÏÞËÉ B0, ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ T | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ�ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÎÔÕÒ P ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁM Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ× B0 É, ÎÁËÏÎÅ�, ËÏÎÅÞÎÏÅ Ú×ÅÎÏ T | ËÕÓÏË ÒÕÞËÉ H ÏÔ B0 ÄÏ A0. �ÏÞËÕA0 ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ P | ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Å£ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ PÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ D, ÇÄÅ D ÂÏÌØÛÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M .úÁÄÁÞÁ 1, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ d ÏÔÒÅÚËÁ A0B0 ÂÏÌØ-ÛÅ D.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ d ∈ (0;D℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÒÅÚÏËA0B0 ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÍ Ë A0, ÔÁËÞÔÏ ÄÁÌÅÅ ÌÉÂÏ A0 = A0, ÌÉÂÏ B0 = A0.ðÏÓÔÒÏÉÍ × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÒÁÆ � = �d (d | �ÁÒÁÍÅÔÒ,0 < d 6 D); ÏÔÎÅÓÅÍ Ë �d ×ÓÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ (x1; x2), 0 6 x1 < x2 6

6 1, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ. ðÕÓÔØ A É B | ÔÁËÉÅÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ T , ÞÔÏ |AB| = d, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÉÚ A0 ×ÄÏÌØ TÔÏÞËÁ A ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ B. ðÕÓÔØ L| ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ T . äÌÉÎÙÌÏÍÁÎÙÈ A0A É A0B (ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÅ ×ÄÏÌØ T ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L1 É L2 (ÔÁËÞÔÏ L2−L1 > d) É �ÏÌÏÖÉÍ (ËÁË É × (3)) xi = Li=L; i = 1; 2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÔÒÅÚËÁÍ ÄÌÉÎÙ d, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÍ Ë A0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉF1 = (0; d=L); F2 = (0; 1− d=L); F3 = (d=L; 1) É F4 = (1− d=L; 1): (7)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÚÄ. 5, ËÏÎ�Å×ÙÈ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ Ä×Å, Á ÞÅ-ÔÙÒÅ (ÒÉÓ. 9).ðÒÉ d = D É �ÒÉ d ∈ (0;D), ÂÌÉÚËÉÈ Ë 0, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÉÞÅÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É(2). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÒÉÓ. 9a) �d ×ËÌÀÞÁÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F1 É F2, É ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F3 É F4, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ (ÒÉÓ. 9b) | ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F1 É F4, É ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀ F2 É F3 (�ÏÓÌÅÄÎÑÑ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ
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184 í. ì. çÅÒ×ÅÒAB, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉ A, ÎÉ B ÎÅ ÏÂÈÏÄÑÔ P , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [0; 1℄ ×PH , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 1).òÅÛÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ∈ (0D℄.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Fi, 1 6 i 6 4, ÇÒÁÆÁ �d ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ-�ÅÎØ 1. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ �d, ÔÏ, �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï-×ÔÏÒÑÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ:A. åÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ T ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ d, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �dÉÍÅÀÔ ÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ.B. åÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖ-ÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ d, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �d ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ (U; V ), ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ × �d �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙ-ÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ | Ò£ÂÒÁÍÉ UV . éÓËÌÀÞÉ× ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ ÉÚ �d, �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÇÒÁÆÕ �′d, ×ÓÅ ÎÅËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ Þ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ.÷ÙÊÄÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ F1, ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ �d (× ÓÌÕ-ÞÁÅ A) ÉÌÉ ÇÒÁÆÁ �′d (× ÓÌÕÞÁÅ B), ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ ÎÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ä×Á-ÖÄÙ (�ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ); ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Fi,2 6 i 6 4.åÓÌÉ ÜÔÏ | ×ÅÒÛÉÎÁ F2, ÔÏ ×ÙÊÄÅÍ ÉÚ F3 É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �ÏÔÅÍ Ò£ÂÒÁÍ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÅÝ£ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ (�Ï{�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ�ÒÏÈÏÄÑ ÎÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ä×ÁÖÄÙ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ); ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ;ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ËÏÎ�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ F4.éÔÁË, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ �d ×ËÌÀÞÁÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ K1;2,ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÞËÉ F1 É F2, É ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ K3;4, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F3 É F4.áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: ×ÙÊÄÑ ÉÚ F1, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÄÏÊÔÉ ÄÏ F4, ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �d ×ËÌÀÞÁÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ K1;4, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F1 É F4, Á ÔÁËÖÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ K2;3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ F2 É F3.îÁËÏÎÅ�, ×ÙÊÄÑ ÉÚ F1, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÄÏÊÔÉ ÄÏ F3 (�Ï �ÕÔÉ K1;3); ÎÏ ÔÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É �ÕÔØ K2;4 ÉÚ F2 × F4, Á �ÏÓËÏÌØËÕ �ÕÔØ K1;3 ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ F2 ÉF4, ÔÏ �ÕÔÉ K1;3 É K2;4 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ; ÚÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ×ÅÒÛÉÎÙ: F1, F2, F3 É F4 | �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÆÁ �d(ÒÉÓ. 9
).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ F1 ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ ÌÉÂÏ ÄÏ F2, ÌÉÂÏÄÏ F4, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÄÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎÙ: F2, F3 É F4. úÁÄÁÞÁ 1ÒÅÛÅÎÁ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×Ó£ �ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÏ É ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 2 É 3.



ûÉÒÉÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 185ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ki;j ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁÇÒÁÆÁ �d, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ Fi É Fj , ×ÙÄÅÌÉÍ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ× �d:ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙK1;2 É K3;4,ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙK1;4 É K2;3.÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÄÁÞÉ 2 É 3 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ w, ÞÔÏ �ÒÉ d > w ÇÒÁÆ �d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ-×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, Á �ÒÉ d < w | ×ÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.3. ðÒÉ d = w ÇÒÁÆ �d ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ �ÅÒ×ÏÍÕ, ÎÉ ×ÔÏÒÏÍÕËÌÁÓÓÕ: ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Fi; 1 6 i 6 4, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÅ �w.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ 2 É 3. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ d 6= e ÇÒÁÆÙ �d É �e ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÏÎ�Å×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ �e (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ Ei; 1 6 i 6 4,ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ Fi ÇÒÁÆÁ �d) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÅ (7):E1 = (0; e=L); E2 = (0; 1 − e=L); E3 = (e=L; 1) É E4 = (1− e=L; 1);Ô. Å. (ÒÉÓ. 10) �ÒÉ e < d ÔÏÞËÉ Ei ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÂÌÉÖÅ, ÞÅÍ Fi, Ë ÕÇÌÁÍË×ÁÄÒÁÔÁ K = {(x1; x2) | 0 6 xi 6 1; i = 1; 2}:
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ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÎÁìÅÍÍÁ 3. EÓÌÉ ÇÒÁÆ �e | �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É d > e, ÔÏ ÇÒÁÆ �d |ÔÏÖÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. EÓÌÉ �d | ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É e < d, ÔÏ �e |ÔÏÖÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÁÞÅ �d É �e �ÅÒÅÓÅËÌÉÓØ ÂÙ, ÒÉÓ. 10.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. íÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ w ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÔÅÈ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÇÒÁÆ �d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) ×ÅÒÈÎÀÀÇÒÁÎØ ÔÅÈ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �d | ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ w ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 2 É 3, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÏÞËÁ d = w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÇÒÁÆÏ× ×ÔÏ-ÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ë ÇÒÁÆÁÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ; ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ki;j ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× �d�ÒÉ d, ÂÌÉÚËÉÈ Ë w (ÒÉÓ. 11), ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌ xy = 
 ÄÌÑ
 ×ÂÌÉÚÉ 0. ðÒÉ d = w ÇÒÁÆ �d = �w ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ X ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ �Ï Ò£ÂÒÁÍ �w × ÌÀÂÕÀ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Fi; 1 6 i 6 4;Ó×ÑÚÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ �w, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ X É Fi; 1 6 i 6 4, | ÁÎÁÌÏÇ ÓÅ�ÁÒÁ-ÔÒÉÓÙ xy = 0, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÇÉÒ�ÅÒÂÏÌÙ xy = 
 ÄÌÑ 
 ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ× (ÈÏÔÑÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏÔ �ÏÄÇÒÁÆ ÕÓÔÒÏÅÎ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁM | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÒÉÓ. 12).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÕÌÅÍÍÕ (ÓÒÁ×ÎÉÍ Å£ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ 1, 2), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÒÁÚÄ. 7.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑa : t ∈ [0; 1℄ → A = a(t) ∈ PH ; b : t ∈ [0; 1℄ → B = b(t) ∈ PH ; (8)ÞÔÏ �ÒÉ t = 0 É t = 1 ÏÔÒÅÚÏË AB ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅA0B0 ⊂ H: A0 = a(0) = a(1); B0 = b(0) = b(1), �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÏÔ 0
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ÄÏ 1 ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B ÏÂÈÏÄÉÔ ËÏÎÔÕÒ P É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ A ÉB ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ e(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |A0B0| = e0 6 e). �ÏÇÄÁ e > w, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (8) É, ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |AB| ≡ e.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ (8) ÏÔÒÅÚËÁAB ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ Q = Q1;2, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ E01 É E02 , ÉÌÉ ËÒÉ×ÏÊQ = Q3;4, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ E03 É E04 , ÇÄÅ E0i | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ �e0 (ÒÉÓ. 13).ðÒÉ d > e ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �d (ÔÁË ËÁË |AB| 6 e < d).ðÏÜÔÏÍÕ e > w: ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ e < w, ÔÏ �ÒÉ d ∈ (e;w) ÇÒÁÆ �d| ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, ×Ï�ÒÅËÉ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÒÉ×ÏÊQ (ÌÉÂÏ K1;4 �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q1;2, ÌÉÂÏ K2;3 �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q3;4).7. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÇ×ÏÚÄÑÍÉ?ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 4, ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï Ç×ÏÚÄÑÈ ÉÚ ÁÎÎÏÔÁ�ÉÉ É ÚÁÄÁÞÕ4 ÉÚ ÒÁÚÄ. 3.ðÕÓÔØ Ç×ÏÚÄÉ G1 É G2 ×ÂÉÔÙ × ÓÔÏÌ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ e, É �ÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÛÉÒÉÎÙ wM ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÔÁËÞÔÏ e > wM ).ëÏÇÄÁ ÍÙ �ÒÏÔÁÓËÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÅÖÄÕ Ç×ÏÚÄÑÍÉ, ÔÏ Ç×ÏÚÄÉÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙ, Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËM Ä×ÉÖÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÖÅÓÔËÏ Ó×ÑÚÁÔØÓ M ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ × ÎÅÊ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Ç×ÏÚÄÉ G1 É G2 Ä×ÉÖÕÔÓÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ:G1 = G1(t) É G2 = G2(t); t ∈ [0; 1℄: (9)



188 í. ì. çÅÒ×ÅÒäÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9) ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÒÉÓ. 14).îÁ ËÏÎÔÕÒÅ P ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ: C∗1 É C∗2 . ÷ÎÉÈ ËM �ÒÉÄÅÌÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×Å ÒÕÞËÉ: h1 É h2 (�ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ C∗1C1 É C∗2C2), ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ Ó P ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅC∗1 É C∗2 . ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ M , h1 É h2 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ R2 ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: ×ÅÒÈÎÀÀ ÉÎÉÖÎÀÀ, É Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË, ÞÔÏ G1(t) ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ×ÅÒÈÎÅÊ, Á G2(t) | × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ.éÍÅÎÎÏ ÔÁË �ÒÏÔÁÓËÉ×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÖÄÕ Ç×ÏÚÄÑÍÉ G1 É G2ÔÒÁËÔÕÅÔÓÑ × [1℄, É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ × [1℄ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×M , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÅÖÄÕ G1 É G2.îÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÒÉÓ. 15) �ÒÉ e, ÂÌÉÚËÉÈ ËwM Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9) ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÎÁ �ÏÍÏÝØ �ÒÉ-ÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ PH ÉÚ ÒÁÚÄ. 3.þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Å£, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9)�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 1, Ô.Å. G1(t) = a(t), G2(t) = b(t), ÔÏ �ÒÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M �ÒÏÔÁÝÉÌÉÍÅÖÄÕ Ç×ÏÚÄÑÍÉ G1 É G2.úÎÁÞÉÔ, ÛÉÒÉÎÁ w = w(PH ) ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÕÞËÏÊ PH ÎÅ ÍÅÎØÛÅÛÉÒÉÎÙ wM ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M . ðÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á Ó ÎÉÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï w ≡ wM ; (10)ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉ-ÖÅ):åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÍÏÖÎÏ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÅÖÄÕ Ç×ÏÚ-ÄÑÍÉ G1, G2, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9) �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÌÏ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÎ�ÙÏÔÒÅÚËÁ G1G2 Ä×ÉÇÁÌÉÓØ �Ï PH .ëÒÏÍÅ ÌÅÍÍÙ 4, �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÁ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÌÅÍÍÁ (ÌÅÍÍÁ 5 Ï ÇÌÁ×ÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ), Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ É �ÒÉÓÔÕ�ÁÅÍ.óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄ × (9) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ t, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁG1G2 Ó M �ÕÓÔÏ, ÔÁËÉÅ t, ÞÔÏ G1G2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË M ,ÎÏ G1G2 ∩ P 6= 0, É, ÎÁËÏÎÅ�, ÎÁ [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ÔÁËÉÈ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÅÚÏË G1G2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅÔÏÞËÉ M .ìÅÍÍÁ 5. óÒÅÄÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ 
, ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÇÌÁ×-ÎÙÊ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (t0; t1), ÞÔÏ �ÒÉ t ∈ [t0; t1℄ É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÁÓËÉ×ÁÎÉÅ
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190 í. ì. çÅÒ×ÅÒÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÍÅÖÄÕ G1 É G2: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉp ∈M ÎÁÊÄ£ÔÓÑ t = t(p) ∈ (t0; t1), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË G1G2 ÓÏÄÅÒÖÉÔp; �ÒÉ t ∈ (t0; t1) ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M �ÅÒÅÈÏÄÑÔÞÅÒÅÚ ÏÔÒÅÚÏË G1G2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, 
 ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÄÒÕÇÉÅ, ÎÅÇÌÁ×ÎÙÅ,ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I. äÌÑ t, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÔÒÅÚËÉ G1G2 ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ×ÓÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË M ; �ÒÉ t ∈ I ÜÔÉ ÔÏÞËÉÌÉÛØ ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÔÒÅÚÏË G1G2, Á �ÏÔÏÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔ-ÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÂÙ 
 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I,ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ �ÒÏÔÁÝÅÎ ÍÅÖÄÕ G1 É G2. úÎÁÞÉÔ, 
 ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (t0; t1).äÌÑ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (t0; t1) ⊆ 
 �ÒÉ t ∈ [t0; t1℄ ÔÏÞËÉ P ∈ G1G2,ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë G1; G2, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) ÞÅÒÅÚ A É B, A = A(t),B = B(t). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑt ∈ [t0; t1℄ → A = A(t); t ∈ [t0; t1℄ → B = B(t); (11)ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÍÉ (ÄÌÑ ÎÅ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× M), ÎÏ,ÍÅÎÑÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ (ÚÁÍÅÎÑÑ ��ÅÒÅÓËÏËÉ� A(t− 0) × A(t+0) É B(t− 0)× B(t+0) �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁÍÉ�), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÍÉ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t = t0 É t = t1 ÏÔÒÅÚÏËAB = A(t)B(t) (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÏÖÄÁÀÝÉÊÓÑ × ÔÏÞËÕ | × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉA(t) = B(t)), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å M , ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑÓÔÏÒÏÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ si, ÞÔÏ A(ti)B(ti) ⊆ si, i = 0; 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ (11) ×ÎÅ [t0; t1℄ É �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ (11) Ë ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑÍ (8), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 4.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A(t)É B(t), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (8) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |AB| ≡ e.ðÏÌÁÇÁÑ G1 = A(t), G2 = B(t), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÁ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ×ÙÛÅ�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÍÏÖÎÏ ËÁË{ÎÉÂÕÄØ �ÒÏÔÁÝÉÔØÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ G1, G2 ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ e, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÔÁË,ÞÔÏÂÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (9) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1); ËÏÎ�ÙÏÔÒÅÚËÁ G1G2 Ä×ÉÖÕÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï PH .�ÁË ËÁË (�Ï ÌÅÍÍÅ 4) e > w, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ d > e ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ�d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙK1;2 É K3;4. ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÓÌÅÄÕÅÔ



ûÉÒÉÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 191�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËM ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔÁÝÉÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ e, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔÁÝÉÔØ É ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ d > e.éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÁÎÎÏÔÁ�ÉÉ ÒÅÛÅÎÁ. òÅÛÅÎÁ É ÚÁÄÁÞÁ 4: ËÁË ÕÖÅ ÏÔ-ÍÅÞÅÎÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (10), Á �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÉ×ÅÄ£Î-ÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÒÕÞËÕ H ÍÏÖÎÏ ×ÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÕÞËÏÊ H∗, ÔÏw = w∗ | ÛÉÒÉÎÁ w ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÕÞËÏÊ PH ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ ÒÕÞËÉ H.8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÎÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ÁÎÁ × ÒÁÚÄ. 1, Á Å£ ËÒÁÔËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ | ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 4. wM = dM .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (10) ÛÉÒÉÎÁ wM ÒÁ×ÎÁ dmax | ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÄÌÉÎÙ d ÏÔÒÅÚËÁ AB, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÅÒÅ-ÍÅ
ÔÉÔØ ×ÄÏÌØ ÌÏÍÁÎÏÊ T ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ A0B0 × �ÏÌÏÖÅÎÉÅ A1B1 = B0A0,ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2); ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÇÒÁ-ÆÕ �w ÉÚ F1 × F4 (ÒÉÓ. 9).çÒÁÆ �w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ �ÕÔØ ÉÚ F2 × F3.óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ AB ×ÄÏÌØ T , ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ �Õ-ÔÑÍÉ F1F4 É F2F3 (ÎÉÖÎÉÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÒÉÓÕÎËÁ 9) ÄÅÌÁÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï dmax = dM .éÔÁË, wM = dM . �ÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÈÏÞÕ ×ÙÓËÁÚÁÔØ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÒÕÚØÑÍ É ËÏÌÌÅÇÁÍ ÚÁ�ÏÍÏÝØ �ÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ: á. í. ïÌÅ×ÓËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÌ ÍÏÅ ×ÎÉÍÁ-ÎÉÅ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ [1℄; Õ ÍÅÎÑ ÎÅ ÂÙÌÏ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÏÄ ÒÕËÏÊ, É é. ÷. áÒÎÏÌØÄ�Ï ÍÏÅÊ �ÒÏÓØÂÅ ÓËÁÎÉÒÏ×ÁÌ É �ÒÉÓÌÁÌ ÍÎÅ Å£ �Ï e-mail; î. â. ÷ÁÓÉÌØÅ×�ÒÏÑ×ÉÌ ÚÁ×ÉÄÎÏÅ ÄÏÌÇÏÔÅÒ�ÅÎÉÅ, ×ÙÓÌÕÛÉ×ÁÑ �Ï ÔÅÌÅÆÏÎÕ ÍÏÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á É ÏÂÓÕÖÄÁÑ ÉÈ ÓÏ ÍÎÏÊ; ä. å. äÏÌÇÏ× ÓÄÅÌÁÌ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅÒÉÓÕÎËÉ Ë ÓÔÁÔØÅ. ÷ÓÅÈ ÉÈ Ñ ÉÓËÒÅÎÎÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Goodman J.E., Pa
h J. and Yap C.K.Mountain Climbing, Ladder Movingand the Ring-Width of a Poligon. // Amer. Math. Monthly, Vol.96. 1989.P. 494{510.[2℄ áÒÎÏÌØÄ ÷.é. ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. í.: îÁÕ-ËÁ, 1971.



ðÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÄÏÌÇÕÀ ÔÒÁÄÉ�ÉÀ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÁÈ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÞÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔÕÞÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÓÅÒØ£ÚÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×ÁÖÎÙÍ É ÎÅ ÄÏ ËÏÎ�Á ÑÓÎÙÍ.íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ�íÁÔÛËÏÌØÎÉË�. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ �Ï ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ �ÉËÌÁÍ ÚÁÄÁÞ. äÁÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÆÁËÔÉ-ÞÅÓËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ×ÈÏÄÉÔØ × ÔÁËÉÅ �ÉËÌÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, Á ÞÔÏÄÏÌÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉ ÒÅ-ÄÁË�ÉÑ, ÎÉ Á×ÔÏÒÙ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ × ÎÅÊÒÁÚÄÅÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍÉ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ. óËÏÒÅÅÜÔÏ ÏÂÒÁÚÅ� ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÖÅÎ ÄÏÓÔÉÞØ ÛËÏÌØÎÉË, ÏÂÕ-ÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÌÁÓÓÅ. ïÄÎÁËÏ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ËÁËÎÁÍ ÓÔÁÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ÷ÙÓÛÅÍ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ëÏÌÌÅÄÖÅ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÇÏ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (ÎÅÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÙÓÛÅÅ ÕÞÅÂÎÏÅ ÚÁ-×ÅÄÅÎÉÅ, Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÕÀÝÅÅÓÑ ÎÁ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÏ×) �ÒÉÎÑÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� ËÁË�ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÌÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × íë îíõ.òÅÄÁË�ÉÑ ÎÁÄÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÙÚÏ×ÅÔ ËÏÎ-ÓÔÒÕËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÁË�ÉÀ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× É ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÌÉ� É ÎÁ ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ÓÂÏÒÎÉËÁ ÂÕ-ÄÕÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈËÌÁÓÓÁÈ.



193
ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË�ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, �Ï ÍÎÅÎÉÀ Å£ Á×-ÔÏÒÏ× (á. ÷ÁÊÎÔÒÏÂ �ÒÉ ÕÞÁÓÔÉÉ á. ûÅÎÑ É ÄÒÕÇÉÈ), ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉ-ÍÕÍ Ó×ÅÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ �ÒÉ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÛËÏÌÙ ÈÏÒÏÛÉÊÛËÏÌØÎÉË ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ÷ ÎÅ£ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÇÒÁ-ÆÉËÉ, Å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ô. �.). íÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÎÏ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, ÏÂÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕ��Ù ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÕÅÔ).òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÌÉÛØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ Å£ Á×-ÔÏÒÏ×, É ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÔÁÒÁÔØÓÑÕÍÅÎØÛÉÔØ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÚÁ ÓÞ£Ô Ó×Å-ÄÅÎÉÊ �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÎÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× É ÛËÏÌ(× �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÔÅÈ, ÇÄÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁ �ÛËÏÌØÎÕÀ� É �ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ).õÒÏ×ÅÎØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÔÅÍÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÏÂÒÁÚ�ÁÍÉ ÚÁÄÁÞ.óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÁÄÁÞ ÕÓÔÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÅÓÔØ ÓÉÌØ-ÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ (ÏÎÉ ÄÁ×ÁÌÉÓØÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏ ÓÉÌØÎÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÌÅÇËÏ Ó�ÒÁ×É×ÛÉÍÓÑ Ó ÏÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ).1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ1.1. ëÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×1. äÅÌÉÍÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.2. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×.3. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.4. ÷ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.5. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ.6. òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ ax+ by = 
.7. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É Å£ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.8. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.9. �ÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ{üÊÌÅÒÁ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 2, 1998(193{215)



194 ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ad+ b
 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a+ 
, ÔÏ É ab+ 
d ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a+ 
.2. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ 60-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 101.3. îÁÊÔÉ îïä (218 − 1; 232 − 1).4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÄÁÀÝÅÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2, 3, 5, 7, 11 ÏÓÔÁÔËÉ 1, 2, 3,4, 5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ?5. ðÒÉ ËÁËÉÈ �ÅÌÙÈ a ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 12x + 20y + 30z = a ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅÒÅÛÅÎÉÑ?6. þÉÓÌÏ p �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 2 É 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 1=p �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÉÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ× �ÅÒÉÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ p− 1.7. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1 ÞÁÓÔÉ 1 �ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÚÁ 1984 ÇÏÄ (ÓÔÒ. 203).8. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ 101?1.2. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×1. äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.2. �ÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ.3. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.4. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ.5. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ.6. éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÑ: ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ.7. ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ. æÏÒÍÕÌÁ ËÏÒÎÅÊ.8. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.9. îïä É îïë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ.10. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ (ÄÌÑ R[x℄).11. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ É ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ.12. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÎÁ x−1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 2, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ x− 3 | ÏÓÔÁÔÏË 1. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ P (x) ÎÁ (x − 1)(x− 3).2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ îïä (xm − 1; xn − 1) = xîïä(m;n) − 1. (óÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁ-ÞÕ 4 ÞÁÓÔÉ 1 �ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÚÁ 1984 ÇÏÄ ÎÁ ÓÔÒ. 203.)3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ P (x) < 5(x2 + 1)3 + 1000 �ÒÉ ×ÓÅÈ x. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÓÔÅ�ÅÎÉ P ?



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 1954. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ





x+ y + z + t = ax+ 2y + 3z + 4t = bx+ 4y + 9z + 16t = 
x+ 8y + 27z + 64t = d�ÒÉ ÌÀÂÙÈ a, b, 
, d ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.5. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÁÒ (p; q), �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎx2 + px+ q ÉÍÅÅÔ 2 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n√a ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ (ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a É n), ÔÏÏÎÏ | �ÅÌÏÅ.7. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏP (1) = 1, P (2) = 5, P (3) = 0, P (4) + P (5) = 8.8. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4 ÉÍÅÅÔ 3 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÉÍÅÔØ ÒÏ×ÎÏ 1 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?9. îÁÊÔÉ 1000∑n=1 1n(n+ 1)(n+ 2) .10. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ x + y + z, xy + yz + xz, xyz | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÎÏ ÌÉÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x3 + y3 + z3 | �ÅÌÏÅ?11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1+√2+√3 É 3√2+√5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.1.3. ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ.2. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ.3. óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.4. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x℄ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ× R[x℄.5. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.6. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (1 + i)1001.2. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÞÉÓÌÁ a.3. ëÁËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏ z, ÅÓÌÉ |z − i| < 0;5?



1964. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ R[x℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 1 + i,2 É 3− i ÂÙÌÉ ÂÙ ËÏÒÎÑÍÉ.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Re(1=z) = 1, ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÂÅÚ ÔÏÞËÉ.6. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ
〈2; 0〉 ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × 0?7. îÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a É b. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÅ z, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ (z − a)=(z − b) | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ?1.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. çÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË1. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.2. òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ.3. òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ.4. óÏÞÅÔÁÎÉÑ.5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ.6. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ.7. æÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.8. õÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.9. þ£ÔÎÙÅ É ÎÅÞ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.10. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÉËÌÏ×.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. óËÏÌØËÏ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÁÔ × Ó×ÏÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÉÆÒÕ 8 É ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ 0?2. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅxyz = 2 · 3 · 5 · 7 · 11?3. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ �ÉÆÒ 1, 2, 3, 4,5 (ËÁÖÄÁÑ ×ÈÏÄÉÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ), × ËÏÔÏÒÙÈ �ÉÆÒÁ 5 ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÑÔÏÍÍÅÓÔÅ?4. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x1 + x2 + · · · + xk = l × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?5. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ Ó Þ£ÔÎÙÍÉÎÏÍÅÒÁÍÉ.6. îÁÊÔÉ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁ-ÓËÁÌÑ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ (C0n − C2n + C4n + : : :).



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 1977. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÎÅÞ£Ô-ÎÙÅ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. (ðÏÒÑÄÏË ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ.)8. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ 7-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÏÒÑ-ÄÏË 34?9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Þ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ××ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ (i; j; k), �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ i 7→ j, j 7→ k,k 7→ i, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.2. áÎÁÌÉÚ2.1. �ÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×1. óÞ£ÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.2. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÓÕÍÍÁ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.3. åÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á B ÓÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅA ÉB ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ A.4. �ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ (ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ).5. ðÒÉÍÅÒ ÎÅÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.6. �ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ (ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ).7. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ �ÒÑÍÏÊ É �ÌÏÓËÏÓÔÉ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. ëÁËÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-ËÅ?2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A×A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ A, ÅÓÌÉ A| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÕÇ É Ë×ÁÄÒÁÔ (Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.2.2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É �ÒÅÄÅÌÙ1. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.2. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌÁ.3. �ÅÏÒÅÍÁ Ï Ä×ÕÈ ÍÉÌÉ�ÉÏÎÅÒÁÈ.4. ðÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ.5. ðÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ É ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ.



198 ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x2n + y2n → 0, ÔÏ xn + yn → 0.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕa, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ Å£ ÞÌÅÎÏ× ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë √a.3. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ 100n=n!, n1=n, n2=2n, ((2n + 3n + 4n)=(5n + 6n))1=n.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.5. éÍÅÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sin 1, sin 2, sin 3, : : : �ÒÅÄÅÌ?2.3. ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ1. �ÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ.2. ÷ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ.3. ðÒÅÄÅÌ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.4. ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ.5. ðÏËÒÙÔÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ.6. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.7. îÅÓÞ£ÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. åÓÌÉ M | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑÔÏÞËÁ x, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏÔÏÞÅË ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÒÅÚËÏ× ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.3. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ Å£ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÍÏÔÒÅÚËÅ.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ n-Í É k-Í ÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 1=n+1=k, ÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 1=(nk)?2.4. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÒÑÄÙ1. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.2. óÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×.3. ðÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.4. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ �ÒÉÚÎÁË.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ.6. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 199ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄÙ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ x2 É y2 ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ É ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉxnyn ÓÈÏÄÉÔÓÑ.2. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ n2xn?3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÒÁ×ÎÁÑ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ xn=n!, n | �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É f(x+ y) = f(x)f(y).4. ðÒÉ ËÁËÉÈ p ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ 1=(np + n)?5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ∑n 1=n3 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 0;01.2.5. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ1. òÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ.2. äÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.3. ðÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÕÌÑ.4. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.5. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔ-ÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ).ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÏÔÒÅÚÏË[0; 1℄ × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ f(x) = x.2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×ÁËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ 1=n �ÒÉ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ n.3. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ x ÔÁË: f(x) = (1 + x3)=2x.âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ?4. ëÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) ÆÕÎË�ÉÊ?5. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) =∑n n2xn ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 0;5℄.6. ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | Ë×Á-ÄÒÁÔÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÓÕÍÍÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÞÉÓÌÁ 2. éÍÅÅÔ ÌÉ ÜÔÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌ?2.6. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÎÏÇÏ.3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.



2005. �ÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ É ìÁÇÒÁÎÖÁ.6. íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ É �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.7. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ É ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.8. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.9. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ. ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = a ÉÍÅÅÔ n ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ′(x) = 0?2. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÊ?3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ |f(y)− f(x)| 6 (y − x)2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ h(x) = f(f(x)), f(2) = 2, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ h′(2) ÒÁ×ÎÁ 3. þÅÍÕÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ f ′(2)?5. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 − x+ a = 0 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ a.6. îÁÊÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÉ×ÏÊ x3 + x+ y3 + y = 2 × ÔÏÞËÅ 〈1; 0〉.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.8. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (sinx− tg x)=x3 �ÒÉ x → 0.2.7. éÎÔÅÇÒÁÌ1. éÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ.2. ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.3. �ÅÏÒÅÍÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á.4. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ É ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. îÁÊÔÉ g′(1) É g′(2), ÅÓÌÉ g(x) = ∫ x2x (sin t)=t dt2. îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ ∫ 10 xf(x) dx �Ï ×ÓÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÎÁ[0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∫ 10 f(x) dx 6 2.3. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [0; 1℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ 10 f(x) sin nx dx → 0�ÒÉ n → ∞.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ∫ x ln x dx.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1 + 1=2 + · · · + 1=n − lnn ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 2013. çÅÏÍÅÔÒÉÑ3.1. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊÓÍÙÓÌ1. ä×ÉÖÅÎÉÑ: �ÅÒÅÎÏÓ, �Ï×ÏÒÏÔ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÊ.3. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÁÌÑ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÏÄÏÂÉÑ.5. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ É Ä×ÉÖÅÎÉÊ.6. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.7. éÎ×ÅÒÓÉÑ. ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á �ÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÔÒÅÔÉÊ.2. ÷Ï ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1+ i, 2−3i, 4− i �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅÎÁ 120◦ ×ÏËÒÕÇ 2− 2i?3. îÁÊÔÉ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ó �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 90◦ ×ÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÊÔÏÞËÉ.4. ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ a�z + b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ?5. ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ az + b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ?6. ä×Å ËÁÒÔÙ ÏÄÎÏÊ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÛÔÁÂÏ× �ÏÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏËÏÌÏÔØ ÉÇÌÏÊ, ÏÔÍÅÔÉ× ÎÁ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ.7. äÁÎÙ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×. ë ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÎÅÛ-ÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ É ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÜÔÉÈÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, 
, d ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ a− 
a− d : b− 
b− d ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ.9. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÀÀ �Ï-ÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÓÅÂÑ.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏ-ÎÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.11. äÁÎÁ ÔÏÞËÁ É Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ É ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.



202 3.2. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.2. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ.3. �ÅÏÒÅÍÁ: ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ.5. âÁÚÉÓÙ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.6. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.7. óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.8. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ.9. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.10. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ.ïÂÒÁÚ�Ù ÚÁÄÁÞ1. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÑÔÉÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ
〈1; 1; 5; 1; 1〉; 〈0; 2; 4; 2; 1〉; 〈0; 3; 3; 3; 1〉; 〈0; 4; 2; 4; 1〉; 〈0; 5; 1; 6; 2〉:2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ 〈1; 2;::: ; n〉; 〈12; 22;::: ; n2〉; : : : ; 〈1n; 2n;::: ; nn〉 ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀan+2 = an+1 + 2an, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ an = A2n +B(−1)n �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A É B.4. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ a, b, 
, d ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÅËÔÏÒÁ u É v × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (u; u) = a, (u; v) = b, (v; u) = 
, (v; v) = d?5. îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.6. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÄÏ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ Å£ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ.7. äÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ −0;5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.4. ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ 1984 ÇÏÄÁðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË�, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÉÊ ×ËÏÎ�Å 1983=84 ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÇÏÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: �Ï ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÉÁÌÇÅÂÒÅ É �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ. îÁ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ×ÍÅÓÔÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ 6 ÞÁÓÏ×.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 203þÁÓÔØ 1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ1. òÅÛÉÔØ × �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ1x+ 1y + 1z = 727 :2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ n ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ �ÏÄÒÑÄ É ÄÅÌÑÝÅÅ-ÓÑ ÎÁ 49, ÅÓÌÉ 0 < n < 45?3. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ m-ÕÇÏÌØÎÉË É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊn-ÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ mn-ÕÇÏÌØÎÉË.4. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× x480 − 1 É x36 + 1.5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ P (x) = P (1 − x). äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ M(y), ÞÔÏ P (x) =M((x− 0;5)2).6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ z + 1=z = 2 
os a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ zn + 1=zn = 2 
osna.7. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 7-ÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ.8. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÔÒÏËÉ 〈1; a;−1; 2〉; 〈2;−1; a; 5〉; 〈1; 10;−6; 1〉 (a | �ÁÒÁÍÅÔÒ).9. íÁÔÒÉ�Õ 2 × 2 ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÔÒÏÞËÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ×ÈÏÄÑÝÉÈ× ÎÅ£ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÍÁÔÒÉ�Õ X× ÍÁÔÒÉ�Õ AX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ-�Õ (ÒÁÚÍÅÒÁ 4 × 4). úÄÅÓØ A | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2.[ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏ×ÏÄÉÌÓÑ ÜËÚÁ-ÍÅÎ, ×ÈÏÄÉÌÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.℄10. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÇÁÄÁÔØ ÒÏ×ÎÏ 4 ÎÏÍÅÒÁ × ÉÇÒÅ �ó�ÏÒÔÌÏÔÏ6 ÉÚ 49�? [÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ 6 ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ 1; 2; : : : ; 49, ×Ï×ÒÅÍÑ ÒÏÚÙÇÒÙÛÁ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ É ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÛÅÓÔ£ÒËÁÈ.℄11. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x1 + x2 + · · · + x10 = 100, ÇÄÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÏÌØÛÉÅ 2?12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ, �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÑ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ òÕÂÉËÁ, ÄÏÂÉÔØÓÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ(Á) ÏÄÉÎ Ò£ÂÅÒÎÙÊ (ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÒÅÂÒÁ) ËÕÂÉË �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÌÓÑ, Á ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ × �ÒÅÖÎÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ É �Ï-ÓÔÁÒÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙ-ÍÉ;



204 (Â) ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÕÂÉËÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉÓØ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ (ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ËÕÂÉËÏ× ÍÏÖÅÔ�ÏÍÅÎÑÔØÓÑ).þÁÓÔØ 2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ1. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ a1 = 1,an+1 = 0;5(an + 2=an).2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÎÁËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1± 12 ±
± 13 ± · · · = 5 ÓÔÁÌÏ ×ÅÒÎÙÍ.3. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÆÕÎË-�ÉÑ (Á) e−x; (Â) 11 + x2 ?4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sinx > x− x3=6 �ÒÉ 0 < x < �=2.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ.6. P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ P ′(0) = P ′′(0) = 0. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ P (0) = 0.7. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ 1=(n lnn)?8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊex2 
osnx �ÒÉ n, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎ 0.9. æÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, �ÒÉÞÅÍ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞ-ËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ?5. ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ, ÍÁÊ 1985þÁÓÔØ 1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ1. (Á) þÉÓÌÁ p É q �ÒÏÓÔÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 2p − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, ÔÏq − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2p; (Â) �ÒÏÓÔÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 213 − 1?2. þÉÓÌÏ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀp, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Ï ÜÔÏÍÕ ÍÏ-ÄÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p, ÉÎÅ×ÙÞÅÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p.3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (x+ iy)5 = x− iy.4. (Á) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ sin(�k=2n) �Ï ×ÓÅÍ k = 1; : : : ; 2n; (Â) îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ sin(�k=2n) �Ï ×ÓÅÍ k = 1; : : : ; n.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 2055. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x2 − x+ 1)100.6. ðÒÉ ËÁËÏÍ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ an + an−1b + : : : + abn−1 + bn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁa2 + ab+ b2 (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ C)?7. îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 10-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á. þÁÓÔØ 2. áÎÁÌÉÚ1. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ 1=n+ 1=(n+ 1) + · · ·+ 1=2n �ÒÉ n→ ∞.2. îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ sinx+
os√x �Ï ×ÓÅÍÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ x.3. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: �e ÉÌÉ e�?4. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÓÉÎÕÓÕ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÇÏ. îÁÊÔÉ Å£ �ÒÅÄÅÌ.5. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ 1= sinx.6. äÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ �ÌÏÝÁÄÉ S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖ-ÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, ÄÅÌÑÝÉÅ Å£ ÎÁ ÞÁÓÔÉ�ÌÏÝÁÄÉ S=4.7. ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉx→ ∞ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 É ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ × ÔÏÞËÁÈ (ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ) ÍÁËÓÉÍÕÍÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ.9. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑n(sinn)=2n?þÁÓÔØ 3. çÅÏÍÅÔÒÉÑ1. âÙÌ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. îÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ×Ï×ÎÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ, Á ×Ó£ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÔÅÒÌÉ. ÷ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË.2. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÏÄÏÂÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ó ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÅÊ.3. ïÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÉÎ×ÅÒÓÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ.4. ðÒÉ ËÁËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ a, b, 
, d �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ (a�z+b)=(
�z+d)| ÉÎ×ÅÒÓÉÑ?5. óÕÍÍÁ ÔÒ£È ÕÇÌÏ× ÒÁ×ÎÁ 2�. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÎÅÍÅÎØÛÅ −3=2.



2066. ÷ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅË-ÔÏÒÏ× 〈1; 2; 0; 1〉 É 〈1; 1; 1; 0〉, Á ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ×
〈1; 0; 1; 0〉 É 〈1; 3; 0; 1〉. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.6. úÁÄÁÞÉ ÕÓÔÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ×6.1. áÌÇÅÂÒÁ1. (Á) îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Þ£ÔÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ 12ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Á? (×) �Ï ÖÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ 30 É 10 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.2. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x179 × (1− x+ x4)60(1 + x+ x4)60.3. óÌÏÎÏ�ÏÔÁÍ ÈÏÄÉÔ �Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ, ËÁË ËÏÎØ, ÔÏÌØËÏ ÎÅÎÁ 〈1; 2〉, Á ÎÁ 〈m;n〉. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ÓÌÏÎÏ�ÏÔÁÍ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ?4. (Á) õÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − a = yp É x2 − b = yp (a; b; p ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, p | �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2−ab = ypÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. (Â) óËÏÌØËÏ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ p Ñ×ÌÑÀÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ?5. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.(Â) äÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x6 + x5 + : : :+ 1.6. îÁÊÔÉ ∑100n=1(
osnx)=2n:7. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = (x − a1)(x − a2) : : : (x − a6) − 1 ÎÅÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.(Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x−a1)�1(x−a2)�2 : : : (x−an)�n−1; ÇÄÅ�i ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.8. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ × �ÅÌÙÈ ÔÏÞ-ËÁÈ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× qi(x) = x(x− 1)(x− 2) : : : (x− i+1)=i! Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.9. îÁÊÔÉ ∑p−1i=1 ik mod p ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k É �ÒÏÓÔÏÇÏ p.10. (Á) ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×. óËÏÌØËÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË? (òÁÓËÒÁÓËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍËÕÂÁ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.) (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ 6 �×ÅÔÏ×. (×) �ÏÔÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ 3 �×ÅÔÏ×.11. (Á) îÁÊÔÉ 19851000 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 77. (Â) îÁÊÔÉ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓ-ÌÁ 771000.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 20712. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ ×ÌÀÂÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÏÒÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a1; : : : ; an É z | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í∑i 1=(z−ai) = 0; ÔÏ z ÌÅÖÉÔ × ÌÀÂÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÓÅ ai.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P (t) É Q(t) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ-×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ R(x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(P (t); Q(t)) = 0�ÒÉ ×ÓÅÈ t.14. ðÕÓÔØ z + 1=z = 2 
os'. îÁÊÔÉ zn + 1=zn. (óÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 6 ÞÁÓÔÉ 1�ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÚÁ 1984 ÇÏÄ.)15. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x243 + x81 + x27 + x9 + x3 + x ÎÁ x2 − 1.16. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÕÞÉÔØÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; 2; 3; : : : ; 101 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 101; 100; 99; : : : ; 2; 1?17. (Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó 2400 É ÍÅÎØÛÉÈ 2400?(ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: '(2400).) (Â) �Ï ÖÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ p�11 · : : : · p�nn (pi | �ÒÏÓÔÙÅ).(×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ '(ab) = '(a)'(b) ÄÌÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ a É b.18. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÇÏ. (Â) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 5 ÏÔ 3 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. (×) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ 10 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ 4. (Ç) äÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.(Ä) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1; : : : ; xn | Ó�ÉÓÏË ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉn, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏i 6=j(xi − xj) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .19. (Á) îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ �ÅÒÉÏÄÁ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ 1=41. (Â) óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.1.6.20. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n× �ÅÎÔÒÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÅÇÏÚÎÁÞÅÎÉÊ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉn ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ× �ÅÎÔÒÅ ÒÁ×ÎÁ 0. îÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. (×) äÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉ 1=P (x), ÇÄÅ P (x) ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÎÁ�ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ.21. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x11 ≡ 23 (mod 23) (ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0ÄÏ 22)?22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (p− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p.23. (Á) ÷ÙÒÁÚÉÔØ 
os 77x ÞÅÒÅÚ 
osx. (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ sin(�=99); sin(2�=99); : : : ; sin(98�=99) Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÒÎÑÍÉ.



20824. (Á) 1 + 1=2 + 1=3 + : : : + 1=(p− 1) = m=n, ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ mÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.25. (Á) åÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2+1 ≡ 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÔÏ p ÄÁ£ÔÏÓÔÁÔÏË 1 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.(×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 − 1 ≡ 0 (mod p) ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2 ÒÅ-ÛÅÎÉÑ (ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 0; : : : ; p− 1).26. íÏÖÎÏ ÌÉ, ×ÒÁÝÁÑ ËÕÂÉË òÕÂÉËÁ, �Ï×ÅÒÎÕÔØ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÕÂÉË, ÏÓÔÁ×É× ÏÓ-ÔÁÌØÎÙÅ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ?27. (Á) þÉÓÌÏ p | �ÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ x; y; z, ÎÅ ×ÓÅÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ p, ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (Â) íÎÏÇÏÞÌÅÎP (x; y; z) | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ x; y; z, ÎÅ ×ÓÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ p, �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ P (x; y; z) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (þÉÓÌÏ p | �ÒÏÓÔÏÅ.)28. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÅÒÎÕÔØ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÆÉÛËÉ ÉÇÒÙ × 15, �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ�ÅÒÅÓÔÁ×É× 14 É 15?29. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ Q ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Q, ÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ.(Â) äÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ Q( 3√2;√5). (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ.30. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ xp−1 − 1 × �ÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p.31. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ∑i |MAi|2, ÅÓÌÉ M | ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ, Á Ai | ×ÅÒÛÉÎÙ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÎÅ£ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.32. þÉÓÌÁ p1; : : : ; pn | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ, a1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÓÒÁ×ÎÉÍÏÅ Ó ai �Ï ÍÏÄÕÌÀ pi ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i.33. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ





x1 + x2 + : : :+ x10 = a1x1 + 2x2 + : : :+ 10x10 = a2: : :x1 + 29x2 + : : :+ 109x10 = a10ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a1; a2; : : : ; a10. (óÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 1.2.4.)34. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (x; y) É Q(x; y) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ P (ab; a + b) = Q(ab; a + b) ÄÌÑ×ÓÅÈ a É b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P = Q.35. îÁÊÔÉ (Á) ∑nk=0(Ckn)2; (Â) ∑nk=0 kCkn.36. óÅÍØ ÂÅÌÙÈ ÉÌÉ Þ£ÒÎÙÈ ÂÕÓÉÎÏË ÎÁÎÉÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ?



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 20937. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏP (5) = 13, P (10) = 8, P (13) = 21?38. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙx12 − 1, x4 + 4.39. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ p É q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 + px + q ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÁÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ?40. îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ |z| �ÒÉ |(z + 1)=z| = a.41. æÕÎË�ÉÑ P (x; y) Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ y É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.42. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x − 1)(x − 2) · : : : · (x−
−99)(x− 100) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 101 (ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 1, ÉÓ×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ). (Â) îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÎÁ 101.43. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ �ÒÉ ×ÓÅÈÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ×ÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.45. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ '(d) �Ï ×ÓÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ d ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. (úÄÅÓØ'(k) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ k, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó k.)46. þÉÓÌÏ p|�ÒÏÓÔÏÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 2 É 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑÎÁ p ÞÉÓÌÏ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�.47. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ.48. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ. íÏÇÕÔ ÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍÉ?6.2. áÎÁÌÉÚ1. ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an ÒÁ×ÅÎ 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | ÓÉ-ÎÕÓÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. îÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ limn�an ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÎÅÒÁ×ÅÎ 0.2. (Á) ðÕÓÔØ M | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 2�℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∣∣∣∫ 2�0 f(x) 
osnx dx∣∣∣ < 2�M=n:3. (Á) æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x �ÒÅ-ÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = f(nx) ÒÁ×ÅÎ 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏf(x) → 0 �ÒÉ x → ∞? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ f(n+ x) ×ÍÅÓÔÏ f(nx).4. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑n(
osn)=n?



2105. (Á) îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = 1=(1 + 1=(1 + : : : (1 + 1=1) : : :))(n ÄÒÏÂÅÊ). (Â) äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an == 1=(x1 + 1=(x2 + : : : (xn−1 + 1=xn) : : :)) (xi | ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ).6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = o(xn) �ÒÉ x → 0 (Ô. e. �ÒÅÄÅÌ f(x)=xn �ÒÉ x → 0ÒÁ×ÅÎ 0). óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ f (n)(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÎÏ 0? (Â) �ÏÔ ÖÅ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÔÏÞËÅ 0, ×�ÌÏÔØ ÄÏ (n−1)-ÏÊ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. (×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.7. æÕÎË�ÉÉ fn ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ [0; 1℄ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ [0; 1℄ �ÒÅÄÅÌ fn(x)ÒÁ×ÅÎ f(x). íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÂÙÔØ (Á) ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ? (Â) ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×ÓÀÄÕ? (×) ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ?8. æÕÎË�ÉÑ f : R → R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, É × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x > sinx > 2x=� �ÒÉ 0 < x < �=2.10. òÑÄ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÉÈ ËÕÂÏ× ÒÁÓÈÏ-ÄÉÔØÓÑ?11. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ∑ |f(xi+1) − f(xi)| (xi | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏ-ÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. (Á) ÷ÓÑËÁÑ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ| ÈÏÒÏÛÁÑ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ | ÈÏÒÏÛÁÑ. (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅ ÉÔÏÌØËÏ ÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉÄ×ÕÈ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.12. (Á) âÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÒÁ×ÎÁÑ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 0 ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ? (Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÎÅ ÒÁ×ÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 1, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÊ f(f(x)) = 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x?13. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim an = a, ÔÏ sn = (a1+ : : :+an)=n ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑË a. (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?14. (Á) íÏÖÅÔ ÌÉ Q ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ-×ÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.15. íÏÖÅÔ ÌÉ R\Q ÂÙÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×?16. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ×ÓÀÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ. (Â) íÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ X É Y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ 0 É 1.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 21117. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×ÓÅÈ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(0) = f(1) = 0 É |f ′′(x)| 6 C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. îÁÊÔÉ sup{|f(x)|}�Ï ×ÓÅÍ x ∈ {0; 1} É f ∈ M .18. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n! > (n=3)n. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(n!)= ln((n=e)n) → 1�ÒÉ n → ∞.19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ,ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a1; : : : ; an É b1; : : : ; bn ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ∑nk=1(ak 
os kx++ bk sin kx) = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.21. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ Ë ÞÉÓÌÕ,ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ?22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ É ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ.23. ðÕÓÔØ g(x) = x+sinx. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ g(g(g : : : g(x) : : :)) (n ÒÁÚ) �ÒÉ n → ∞.24. ÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ?25. æÕÎË�ÉÑ f : R → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É f(f(x)) = x �ÒÉ ×ÓÅÈ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ f(x) = x.26. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.27. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑∞n=1 n3xn?28. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÁ. (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?29. æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (0; 1) É f ′ = f . îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ f .30. (Á) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ f : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(a+ b) = f(a) + f(b)É f(ab) = f(a)f(b). (Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÂÅÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.31. äÌÑ ËÁËÉÈ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sinnx ÓÈÏÄÉÔÓÑ? (óÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 2.2.5.)32. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ a1 = 1 É an+1 = (an +2=an)=2. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ √2. ï�ÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔÉ. (óÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 1 ÞÁÓÔÉ 2 �ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÚÁ 1984 ÇÏÄÎÁ ÓÔÒ. 204.)33. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Q ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ m=2n ÄÌÑ �ÅÌÙÈ m É n, ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÝÅÅ �ÏÒÑÄÏË.34. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f , Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1 = 1,xn+1 = f(xn) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 3√2.



21235. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ xn+2 = xn + xn+1, x1 = 5, x2 = 7. îÁÊÔÉ x1001=x1000 ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 0;001.36. ðÒÉ ËÁËÉÈ �; �; 
 ÔÏÞËÉ 〈{�n}; {�n}; {
n}〉 (�ÒÉ n = 1; 2; 3; : : :) �ÌÏÔÎÙ ×ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ? ({s} | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ s.)37. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ (0;+∞) ÆÕÎË�ÉÉ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(2x) = 2f(x),f(3x) = 3f(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x.38. îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ sinx+sin√2x.39. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ sinx+ sin√2x?40. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ.41. îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ.42. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË ÇÒÁÆÉËÁ ÌÅÖÉÔ�ÏÄ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÅÇÏ ÈÏÒÄÏÊ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.43. æÕÎË�ÉÑ f : R → R Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÓÀÄÕ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b); f(a) = f(b) = 0, f(x) + f ′′(x) < 0 �ÒÉ a < x < b. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ |b− a| 6 �.44. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = xx.45. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x − x2=2 + x3=3 − x4=4 + : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1). îÁÊÔÉ f ′.46. îÁÊÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f; g ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË 〈f(t); g(t)〉 ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.47. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁ-ËÏ×Á, ÞÔÏ |f ′(x)| 6 |f(x)|. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f(100)| 6 e100|f(0)|.48. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ f(x) +f(2x) + f(3x) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÒÁ×ÎÁ 0?49. æÕÎË�ÉÑ f Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ limh→0[f(x+h)+f(x−h)−2f(x)℄=h2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ f ′′(x).50. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÔØ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) É ÎÅ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 0 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ?�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ x).51. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ 1=(2 + 3x), 1=(x2 + 3x+ 2), lnx.52. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ 1. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÁÈ0; 1=n; 2=n; : : : ; (n−1)=n ÒÁ×ÅÎ ∫ 10 f(t) dt. ï�ÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÏÔ-×ÅÔ: o(1=nk) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k).



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 21353. ðÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊfk ÎÁ [−1; 1℄ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÉg ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(0) = limk→∞

∫ 1
−1 fk(t)g(t) dt.54. òÑÄ∑ ai Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Si | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ∑ ai=Si ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. (Â) äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ ai=S2i ÓÈÏÄÉÔÓÑ.55. ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 1=n �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ n, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÏÓØÍ£ÒÏË?56. þÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ∑ ai ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É ÕÂÙ×ÁÀÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÑÄÏÍ a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + : : :57. ëÏÎÅÞÎÙ ÌÉ ÓÕÍÍÙ (Á) 1=(m2 + n2), (Â) 1=îïë(m;n) �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m;n?58. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ A;B;C, ÞÔÏ 1 + 1=2 + 1=3 + : : : + 1=n == C + lnn+A=n+B=n2 + o(1=n2). îÁÊÔÉ A;B.59. ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 1=p �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ p?60. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ x+1x sin t2 dt < 2=x �ÒÉ x > 0.61. åÓÌÉ f((x + y)=2) 6 (f(x) + f(y))=2 ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ ÜÔÁÆÕÎË�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÁ.62. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÓÞ£ÔÎÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË. 6.3. çÅÏÍÅÔÒÉÑ1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ× ÓÅÂÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ 0 × 0 É ÌÀÂÕÀ�ÒÑÍÕÀ | × �ÒÑÍÕÀ.2. îÁ ËÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÅÌÑÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ?3. ÷ Rk ÉÍÅÀÔÓÑ n ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ | ÔÕ�ÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ n 6 k + 1.4. óÆÅÒÁ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ × ÓÅÂÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.5. åÓÌÉ Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.6. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù �ÏÄÏÂÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.7. îÁÊÔÉ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.



2148. ÷ÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; en ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, a1; : : : ; an |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ(x; ei) = ai.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a; b; 
 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ R ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÒÔÏ-�ÅÎÔÒÏÍ ÒÁ×ÎÏ √9R2 − a2 − b2 − 
2.10. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ 2, ÁÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ �ÅÒ×ÏÇÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÒÁ×ÎÏ
−1. íÏÇÕÔ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ?11. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ�ÅÎÔÒÁÍÉ É ÕÇÌÁÍÉ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ?12. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÕÀ ÄÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÏÄ ÄÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ.13. îÁ ËÁÔÅÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÙÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.14. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ |ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2.16. (Á) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÊ ËÒÕÇ |z| < 1 ÎÁ ÓÅÂÑ. (Â) �Ï ÖÅ ÄÌÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Im z > 0.17. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ z 7→ az + b
z + d ÍÁÔ-ÒÉ�Õ ∣∣∣∣ a b
 d ∣∣∣∣. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍÉÚ ÎÉÈ.19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Rn ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 〈x; y〉 7→ 〈x + y; y〉 ËÒÕÇ �Å-ÒÅÈÏÄÉÔ × ÆÉÇÕÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, É ÎÁÊÔÉ ÉÈ.21. îÁÊÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ f : x 7→ x2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË-�ÉÊ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ 〈f; g〉 = ∫ 10 f(x)g(x) dx ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, �Ï-ÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x, sinx.



ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �íÁÔÛËÏÌØÎÉË� 21522. ÷ÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×ÒÁ×ÎÙ.23. îÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 0; 1; : : : ; n, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 〈f; g〉 = ∫ 10 f(x)g(x) dx(Á) �ÒÉ n = 4; (Â) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n.24. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉ�Ó ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ?25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÑÔÁÑ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ (ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ) ÏÓØ n-ÍÅÒÎÏÇÏÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÁÌÏÊ ÏÓÉ ×ÓÅÈ �ÑÔÉÍÅÒÎÙÈ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÏ×, Ñ×ÌÑ-ÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.26. ãÅÎÔÒÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ�ÌÏÝÁÄÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ.28. �ÒÉ ËÏÒÎÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÜÌ-ÌÉ�Ó, ÆÏËÕÓÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ËÏÒÎÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.29. �ÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÕÇÌÙ A;B;C. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ 
osA+ 
osB + 
osC > −3=2.30. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉr É R ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ d2 = R2 − 2Rr.



úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÒÕÄÎÙÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ ÓÁÍÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ!) ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÎÉÑ �ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÁÎÁÌÉÚÁ,ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô. �.óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ÜÔÏÊ �ÏÄÂÏÒËÉ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁ-ÖÕÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ËÁË ÄÌÑ ÓÉÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.ðÏÍÉÍÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ, × ×ÙÓÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÅÚÎÏ Õ�ÒÁÖÎÑÔØÓÑ × ÉÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ. íÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ×ÓÅÍ, ÒÅÛÉ×ÛÉÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÚÁÄÁÞ, �ÏÓÔÁÒÁÔØÓÑÚÁ�ÉÓÁÔØ Å£ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÍ É �ÏÎÑÔÎÏÍ ×ÉÄÅ É �ÒÉÓÌÁÔØ × ÒÅ-ÄÁË�ÉÀ. ÷ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÁÈ ÍÙ Ï�ÕÂÌÉËÕÅÍ ÓÁÍÙÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈÒÅÛÅÎÉÊ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ Á×ÔÏÒÙ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ÚÁ-ÄÁÞ. íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ É ÓÔÁÌÉ ÞÁÓÔØÀ �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÏÌØËÌÏÒÁ�. ïÄÎÁ ÉÚ �ÅÌÅÊ, �ÒÅÓÌÅÄÕÅÍÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, | ÚÁ-�ÉÓÁÔØ ÜÔÏÔ �ÆÏÌØËÌÏÒ�, ÍÎÏÇÉÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÒÅÍÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÞÅÚÁÀÔ × ÎÁÛÅ×ÒÅÍÑ.íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ Ó×ÏÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ�ÏÄÂÏÒËÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ × ÒÅÄÁË�ÉÀ. é, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ Ó ÕÄÏ×ÏÌØ-ÓÔ×ÉÅÍ ÂÕÄÅÍ �ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó×ÅÖÉÅ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. öÄÅÍ ×ÁÛÉÈ �ÉÓÅÍ.÷ ÓËÏÂËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ Á×ÔÏÒÁ (ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÒÏÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÉ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓÑ). åÓÌÉ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÍÙ ÕËÁÚÙ-×ÁÅÍ ÔÏÇÏ, ËÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ.1. äÁÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(0) > 0, f(1) < 1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ f(x) = x É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,x | ÔÏÞËÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f .2. ðÕÓÔØ P (x) É Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÉÞÅÍ Q(0) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÅÓÌÉ P (Q(x)) | Þ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ Q(x) | Þ£ÔÎÁÑ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ. (ï. æ. ëÒÉÖÁÎÏ×ÓËÉÊ)3. ðÕÓÔØ a0 = a, an+1 = aan , q | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÂÏÌØÛÅÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑan ÎÁ q ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ (Ô. Å. ×ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ,ÒÁ×ÎÙ).



úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ 2174. íÏÖÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 21000 ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÄÌÉÎÙ 2000, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÙÈ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?5. äÁÎÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅ-ÔÉÔØ 4 ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÇÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ (Ô. Å.Ï�ÏÒÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ) × ËÁÖÄÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÙÌÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ. (á. ñ. âÅÌÏ×)6. éÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ×ÎÅ ÜÌÌÉ�ÓÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈË ÜÌÌÉ�ÓÕ ÌÕÞÁ l1 É l2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ P �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÌÕÞÉ s1 É s2ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓÙ ÜÌÌÉ�ÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ l1 É s1 ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕÍÅÖÄÕ l2 É s2. (÷. ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×)7. ëÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒ-ÎÅÊ, ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �Å-ÌÙÅ, Á ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÔÒÅÚËÕ [−1;99;+1;99℄?(á. ñ. ëÁÎÅÌØ)8. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÒÑÄ
∑ xn(1 + xn)n : (á. ä. óÏÌÏ×Ø£×)9. äÁÎÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A1; : : : ; Ak ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ Ai1 · : : : ·Aih , ÇÄÅ h 6 n ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÌÀÂÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ Ai1 · : : : ·Ain2 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.(é. ð. ûÅÓÔÁËÏ× É é. ÷. ìØ×Ï×)10. ÷ÎÕÔÒÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ×ÚÑÔÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ O,ÞÔÏ ∠AOP = ∠COQ, ÇÄÅ P É Q | ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊÓÔÏÒÏÎ AB;CD É BC;AD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅË-ÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ× AOC É BCD �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.(ó.íÁÒËÅÌÏ×)



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ
íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ãÅÎÔÒ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É÷ÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÉÔÅÔÁ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÚÄÁÀÔ ÕÞÅÂÎÕÀ É ÎÁÕÞÎÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.úÄÅÓØ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÉÚÄÁÎÉÑÈ íãîíï É íë îíõ, ×Ù-ÛÅÄÛÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ 1997 ÇÏÄÁ É ÎÁÞÁÌÅ 1998 ÇÏÄÁ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÉÚÄÁÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ×ÒÅÍÑ.éÚÄÁÎÉÑ íãîíï÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ. õÚÌÙ, ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ, ËÏÓÙ É ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.üÔÁ ËÎÉÇÁ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, | ××ÅÄÅÎÉÅ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÷ÏÇÁ-ÎÁ äÖÏÎÓÁ É ÷ÉËÔÏÒÁ ÷ÁÓÉÌØÅ×Á ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÕÚÌÏ× É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ É × ÎÏ×ÙÅÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÜÔÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ× äÖÏÎÓÁ { ÷ÉÔÔÅÎÁ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÁÓ�ÅËÔÁÍÔÅÏÒÉÉ. ïÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÅÍÙ, ËÁË ËÏÓÙ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, �Å-ÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ëÉÒÂÉ), ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ-ËÒÙÔÉÑ. ÷ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÓÔÒÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙäÖÏÎÓÁ { ÷ÉÔÔÅÎÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓËÅÊÎ-ÁÌÇÅÂÒ.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÅÄÁ×ÎÉÈ (ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ) ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎ-ÔÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÄÁÌÅËÏ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅÇÒÕ��Ù, ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ), × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÉÓÕÎËÉ �ÏÍÏÇÁÀÔ ÑÓÎÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÅ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×Ï-ÌÑÀÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÎÉÇÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÉËÁ.äÌÑ ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ×-ÔÅÏÒÅÔÉËÏ×. íÏÖÅÔÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÁÍÉ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ-ÓÔÅÊ.÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×. çÅÏÍÅÔÒÉÑ.÷ ËÎÉÇÅ ÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ | Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÊ, ÁÆÆÉÎÎÏÊ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-ÎÉÑ, É ×ÓÀÄÕ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ. ÷ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ Ó �ÏÚÉ�ÉÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅ-ÏÒÉÑ ËÏÎÉË É Ë×ÁÄÒÉË, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÔÅÏÒÉÑ ËÏÎÉË ÄÌÑ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ.÷ ËÎÉÇÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÑÒËÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÔÏ×, ÒÅÛÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁ-ÓÉ×ÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ 219íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÉÓÕÎËÉ �ÏÍÏÇÁÀÔ ÑÓÎÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÅ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ ËÏÎ�Å ÇÌÁ× �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ É Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÎÉÇÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÉËÁ.ëÎÉÇÁ �ÒÉÚ×ÁÎÁ Ó�ÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÉÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ×,ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ×.çÏÔÏ×ÉÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀáÌÇÏÒÉÔÍÙ: �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ.ðÅÒÅ×ÏÄ ËÎÉÇÉ Introdu
tion to Algorithms (T. Cormen, C. Lei
erson, R. Rivest).ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÕÞÅÂÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ó ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÙÈÏÄÁ × óûá (1991) × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å M.I.T.Press ×ÙÄÅÒÖÁÌ ÂÏÌÅÅ 10 ÉÚÄÁÎÉÊ. äÌÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ× É ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÏ×. óÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÞÔÅÎÉÑ íë îíõ÷ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉ-ÔÁÎÎÙÈ ×ÅÄÕÝÉÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÔÕ-ÄÅÎÔÏ×.÷. é. áÒÎÏÌØÄ. �ÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÏÉ�Ù É ðÒÉÎ-�É� ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.çÏÔÏ×ÑÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀà. é. íÁÎÉÎ. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÎÌÅ×Å.á. á. ëÉÒÉÌÌÏ×. íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù.çÏÔÏ×ÑÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀ ÌÅË�ÉÏÎÎÙÅ ËÕÒÓÙ íë îíõà. í. âÕÒÍÁÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ { I.ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈÁÌÇÅÂÒ ìÉ (ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ, ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈÍÁÔÒÉ� É ÄÒ.) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ É ÉÚÕÞÁÀÔ-ÓÑ ×ÅÒÔÅËÓÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. éÚÌÁÇÁÀÔÓÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ.é. í. ðÁÒÁÍÏÎÏ×Á, ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ. úÁÄÁÞÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �çÒÕ��Ù É ÁÌ-ÇÅÂÒÙ ìÉ�.á. á. âÅÌÁ×ÉÎ. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ.ó. í. îÁÔÁÎÚÏÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ�ÏÌÑ.



ï�ÅÞÁÔËÉ, ÚÁÍÅÞÅÎÎÙÅ × �1óÔÒÁÎÉ�Á, óÔÒÏËÁ îÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ óÌÅÄÕÅÔ ÞÉÔÁÔØ8, 1 ÓÎÉÚÕ 20-ÌÉÔÒÏ×ÙÊ 30-ÌÉÔÒÏ×ÙÊ53, 7 Ó×ÅÒÈÕ a1; : : : ; an+1 
1; : : : ; 
n+153, 8 Ó×ÅÒÈÕ = an(X − a1) : : : (X − an) = an(X − 
1) · : : : · (X − 
n)53, 8 Ó×ÅÒÈÕ p(an+1) = 0 6= q(an+1) p(
n+1) = 0 6= q(
n+1)53, 10 Ó×ÅÒÈÕ a1; : : : ; an 
1; : : : ; 
n56, 3 Ó×ÅÒÈÕ +sin') +i sin')56, 3 Ó×ÅÒÈÕ zn = Rn(
os n'+ sinn') zn = Rn(
os n'+ i sinn')60, 4 Ó×ÅÒÈÕ ef (x) > 0 ef (x) > 160, 14 ÓÎÉÚÕ f : X \D f : X \D → C65, 7 ÓÎÉÚÕ ∫

|z|=R dzzp(z) = 2�i ∫

|z|=R dzzp(z) = 2�ip(0)65, 6 ÓÎÉÚÕ ÌÀÂÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ68, 15 ÓÎÉÚÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ ìÁÇÒÁÎÖÅÍ122, 3 Ó×ÅÒÈÕ ÷ÁÓ ×ÁÓ138, 10 Ó×ÅÒÈÕ � 6 4 � < 4138, 13 Ó×ÅÒÈÕ 2� 6 a+ 
− 1 2b 6 a+ 
− 1154, 3 Ó×ÅÒÈÕ åÓÌÉ � | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x2 −��ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ É � | ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÅ161, 1 ÓÎÉÚÕ k21(x) k1(x)2162, 1 Ó×ÅÒÈÕ k2n(x) kn(x)2
éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�ÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ í. î. ÷ÑÌÙÊìÉ�ÅÎÚÉÑ ìò �071150 ÏÔ 11.04.95 Ç.ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ × �ÅÞÁÔØ 16.02.98 Ç. æÏÒÍÁÔ 70×100/16ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 14,0.�ÉÒÁÖ 1000. úÁËÁÚíãîíï121002, íÏÓË×Á, â. ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ, 11.


